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Indem der Verfasser dieses Werk dem mathematischen Publicum 
übergiebt, hofft er einem fühlbaren Mangel der mathematischen 
Literatur abgeholfen zu haben. Trotzdem dass die grösste Sorg- 
falt auf eine genaue Correetur angewendet wurde, so bittet doch 
der Verfasser um ein gütiges und baldiges Anzeigen etwaiger 
Versehen, damit dieselben in der Schluss-Lieferung zur Berichti- 
gung gelangen können. Manche willkommene Ergänzung dürfte 
man in meiner Aufgabensammlung zur algebraischen Analysis 
finden (G. Neugebauer in Prag). Endlich sei mir gestattet, 
der Verlagsbuchhandlung für ein liberales Entgegenkommen bei 
der so schwierigen Correetur meinen verbindlichsten Dank aus- 
zusprechen. 


Prag, im November 1888. 


Dr. W. Läska. 
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& 1. 


Cyklometrische Functionen. 


NB. Die folgenden Gleichungen sind wegen ihrer Vieldentigkeit vor- 
sichtig zu gebrauchen. 


1) are sina — 29 arc sin 3—3 VI a= asina VI m 


Ce 
= ure cos V1 — a3 — — aye cos w=arctgn 2 
2 V1— ag 
1—Vi—# 1 Zei m 
2 arctgn = = wetgn L= 
= are see = are cosec a. 
1— a? c 


2) arccosa=2 arccos Y 2 aro cos (22°—1)=uresinV l —a* 


re sin a = arct; ZES Vie 
are sina — are tg = w Ka 


E 
= are sec = are cosec 


14+Vi+a 1 22 
E 


3) are ign a— 2.are tgn — — — — y aretgn — ; 


1 
Vi—z: 


Ë € F —1+VI+a* 
= are sin === 2 veis Y Zt Ve 
PR re. © 2Vl1+2 


E sin = = are eos 
T Tee 


Viae? ‘a 

Iw 14+Vi+2 1 1— x? 

= 2 are cos DIER 3 Gre eos = Tai 

= 5 — arcent æ= arc cot — are see Vi La 
F 2 
1 = arccos EE, 

4) aresina + arcsiny = arce sin la VI = y' kyVl — aż] 
Laska, mathem. Formelnsammlung, 1 


9) 


10) 


Cyklometrische Funetionen. 


are cos z + are cosy = are cos [ey F V1 — a? Vi — y?) 


arctgna + aretgny = arctgn == | 


aresina + arccosy = arcsin ley + V a VI — y) 
= are cos [y V1 — a? X V1— yi] 


arctgna + arecot y = arc tgn EL = arc cot = 


In Bezug auf die Vieldeutigkeit merke man: 
aresina = nm + (— 1) |aresin «| 

arccos © = 2nz + arc cosa | 

arclgna = nn + |artgn «| 

are cotgn c = na + |arc cotgn zl 


are sin (— z) = — arcsina 
arc cos (— z) = x — are 008% 
arctgn (— z) = — arctgna 
arccolg (— a) == — are colgn © 


Zusatz zu $. l. 


Bezüglich der Vieldeutigkeit der cyklometrischen Functionen 


mógen folgende Andeutungen genügen: Sei u der Bogen des 
ersten Quadranten, z sein Sinus, so gelten folgende Gleichungen: 


sinu = x u = arcsin © 
u = arc cos V1 — a? 
u = arctgn via 
ete. 
Allgemein sind die Wurzeln der Gleichung 
sinw = x 


in der Formel 


w=ZF G — arcsinx) + 2xz 


425-004. DB... 


weil die Dügen 


FG. + 21% 
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Cyklometrische Funetionen. 3 


alle denselben Sinus haben. Aus demselben Grunde haben wir 
allgemein 


are sin z + are siny = 5 + Ë aresin(a V1 — y? 
J-yV1 — 2 + Zam 


zu schreiben, weil der Bogen móglicherweise über den Quadran- 
ten hinausgehen kann. Sei 


sinu — z also u — aresinz 


sinv — y v — arc sin y, 
so wird im letzteren Falle cos(u -|- v) negativ. Nun ist 
— A d 2 
cos (u-v) = V1—a? V1I—y?— gy = RE 


Vi — gt Vi ug +z 


wir haben demnach 


arc sina | are siny = are sin |z V1 —y?4- y V1 — a); 


wenn 
a+y<l 


arc sinz -l- are sing = z — aresin [e VI —y2+y V1 — 2°}, 
wenn 
a yr 
Auf gleiche Weise findet man 


> cyl 


arctgn a are tgny = arctgn n 


arctgn z l- aretgny = x — arctgn IUE vy > 1. 


Ueberhaupt hat man bei jedem Problem alle Umstände sorg- 
fültig in Betracht zu ziehen und zu beachten, dass die im $. 1 
aufgestellten Werthe nur für die Winkel im ersten Quadranten 
gelten. Wie die Formeln zu gebrauchen sind, mügen folgende 
zwei Beispiele zeigen. 

L Man beweise, dass 


are sin ESE + š are sing = F 
Setze 
arc sin |= =p l aresinz =q, 
2 To 3 
so wird G 
p t Q= 


1* 
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4 Cyklometrische Functionen. 


und zugleich 

1 = sin2p + 2sin? q; 
diese Gleichungen miissen zugleich bestehen, wenn die obige 
Relation gültig sein soll. Wir haben: 


x 
Big 
und damit f 
1 = sin (z — 2q) + 2sin*q 
1 = cos 2q + 2 sin? q, 
d. h. 


cos 2q = 1 — 2 sin? q, 
dies ist aber eine bekannte Relation. 
U. Man bestimme z aus 


arc (gn en arc tgn iem 
y $c NEIL 1% 
Sei 
are tgn cu a, arch, u B. 
GE, ER m d 
so wird 
2 
tyn (a — B) = 2 
also 
a — B = arctg — = 5 
oder 
2 - 
zi = tgn p V3 
woraus 
z = + (1 + V3) 
folgt. 
$. 2 
Náherungswerthe. 


1) Bis auf die 3ten Potenzen von e ist: 


. 3, 
= sina Y seco 


sin 0 


3, ki 
= ese = cos ~= 
a 


V3 


tgn « = 3a — 2sina 


m. = = — 2V eos 
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Niherungswerthe. 5 


Ls - [Maximalfehlor 0,0002 


2) cos Za — 1 — 


2 10-5 EZ Won Rend. 1850, p05) 
3) lg (hf ae PEE pz 0<e<} 
4) e mE 1 se IEA 
LA c d i ibi ts PSO 
6) sina = panes O<o< zm 
T) cosa = + ous 0«co- i 
8) arctgna = pz N 0c oci 
9) arcsinz cap cir ardt 0<e<z 
10) log (n +2) = logn + 5 0<0<1 


11) Ist g < 2°15, so kann man setzen: 
logsinp = logg" --a— 3 clog cos p 
logtgn = log ei +a 4-2 clog cos y 
log cotgn p = — log p" -- b — $ clog cos p 

Hier sind die Log. die gewöhnlichen. 


a=log 1" — 4,6855749 
b—ca =5,3144251 


8. 8. 
Grenzwerthe. 


Sei lind = 0, limo = w, a eine reelle Zahl, p cine be- 
liebige Function, so wird: 


1) lim(uv) = limu limv 
T limu 

3) limw = (limayino 

4) lim E edm 


10) 


Grenzwerthe. 


H 
lim Š E loga 


ò 
2 E 5 
lim (1 + > = lim GZ =e 


in ad „ tgnaó S a . aretgnaód 
PE lim 222 — lim zm 


lim —— = 
log(1 + a8) _ 
ie 


=a 


lim 
lim ó log ó = 0 
lim a = ë 
Val 
ES 
tim (o(a* =- d = loga 


lim 20 = lim |p (o + 1) — teil 


lim "e = lim[p Gen 


lim ol(Va — 1) —i (Ya— 1) +3 (Va — ) + . al = loga 


© tatit [obo Dip [oe 
PIS a 
b 


Bled + ein +8) + 90 — 0] = [pede 


a 


lim 


lim > |Vo -i + Vo — 2+ Vo — 33+... =F 


Zusatz zu $. 3. 


Ein Beispiel über die Auswerthung der Grenzwerthe: lim — 0. 


lim IE em = m i 2 ) 
140 SET SH Zeil EE 
lim t br d lim. md 8 

48|e9--1) — d QS ES 


Seien « und ñ zwei beliebige positive Grössen und ñ < a. 
Setzt man 
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Grenzwerthe. 7 


a = Mn + B) B, Vas 
a, = HCH + Baa) By = Vos Bua 
Sei ferner 


Usa Bann _ Um 
— = Z By 
e, — Be 2% 


so wird 
1 n 
te — Bu = (5)  — Bt 


und 
lin (e, — Bu) = 0, 


d. h. die Grössen e, und ñ, convergiren gegen denselben Werth. 


das sogenannte arithmetisch geometrische Mittel von « und 8 
welches man mit M(@ß) zu bezeichnen pflegt. 
Vergl. Gauss, Gesamm. Werke II. 


8. 4. 
Die Mittelwerthe. 
š b — 
1) Sei ¢ == — 
so ist 


A 1 ^ ———— 
mf) / =p, LOT A f(a + n — 16) 


n 


gr ç 
D D — i Dé 
2) M4 = 14-1 p positiv und ganz. 
: WE ar — 1 
3) Mar = rrr 
M — cos 2 
4) Msina = E Wtsin*ur-cci—i. : ae = 
© E 
5) Meose = "2 M costa = 1 + 122722 
a z 
1 _ log (1 + x) 
v e(l) waka 


7) M (=) = l arctagn z 


1 
8 M (= = E arcsina 
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8 Mittelwerthe. 


9) (a — B) [(x)] - (2) de e und können variabel sein. 


Theilt man die Fläche U in n Rechtecke Ax. A g, so ist 
U=nAzAy 
Um (xy) e PL Wd rd u 
Die Integrationsgrenzen sind durch die Begrenzung des für 
x und y gegebenen Spielraumes bestimmt. 
Vergleiche: Schlómilch, Handbuch der algebr. Analysis 
und Uebungsbuch zum Studium der höheren Analysis, S. 260. 


8. 5. 
Functionen complexer Variabelen. 


NB. Die in [] stehenden Ausdrücke sind mehrdeutig. 


n 
1) [a] = a [17] = etwa mv eine beliebige + ganze Zahl. 
k 


2) 1% = eme i=V—1 MEI 
3) l“ = e-2nz2 


d EL £“ (2n +5). 
4) $ =e ti =e 

Ring ° 
e =(cosng + isinng) = (cosp + ising)” 


6) Vases + isina = cos z («+ kx) + isin i (a + kx) 


WL < +1, —i + 143, cip 
V—1=-1 1 i Vi £ — Hys 
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Functionen complexer Variabelen, 9 
| VI=+1, Hi — š 

V 1=Vi+ VE VIV -VEHVE —Vi-iVi 
| tien = alti rl 


14/60, 
SIA Pm 
1-8 MOCE 
Tino, LATE | 
1+V5 —iVio — a ys 


1 H 


1— V5 + iVio — 2V5 
4 » 


1—y5 — tV10 — 2Y5, 


4 


Die Gleichung 


an — 22^co$9 + 1 = 0 
hat die Wurzeln 


oe AERO O 
D D 
7) logl® =2(nx + m)zi 
8) F.W = cos2 (me + nyja + isin2(ma + ny)a 


— Ui "2 1+i 
is Se Aira T a 


10) sin p = len — ECH. cosg A fer + e-91) 


s 1% —1Uri 

11) aresinz = © + } log (a + VI) Ven $. 1, 9. I 
: Fe:=- Änt 

w rus 


10 Functionen complexer Variabeln. 
arccos æ = — tog (e+ Vi Deech Flog (Via) 
arclyna = < & log 132 = TEE aa 
12) 9 : log (cos p + isin p) i log | I ee 
13) log i = m — 3 log ; T + d (are tgn m — aretgnn} 
14) arcsin zi = — 1 log OI La + z) 
Gef ~d a<1 
15) arcosgi = Z + + log (VTF æ + 2) 
Z — T log (VI + # d CES 
16) arcignzi = — 5, L LE = Lll ste 
¿rip papis 
are colgn x i = 5 | 5 log i 5 — 3; "1 log i SE nol 
= ploy D = : == n=; ail 
17) — ore eot (zi) = 5 _ + log =: 9 g:<1 
= — {toy (5) geil 
18) ex tiv = e cosy + ie siny 
19) qiti mat Q: Ç log a) + ia” sin (y log a) 
20) log (a + iy = log Mare: + 1? + iarctgn Me EN 
21) sin (e + iy) = 2% > SE = cos © 
22) NEN T 
23) tgn(z + iy) = H 
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Functionen complexer Variabeln. 11 

> 2sin2a — t (ev — ew) 

9 = 

24) cign (z + iy) DII — ge ls 

(ev + e-v)eos c + ile — e-V)sinz 

ev + e-?v + 2008 2 2: 

L e-v) sina — i(e — e") cos e 
eu + e-?v — 2cos 2x 


25) sec(z + ty) = 2 


P (ev 4 
26) cosec(x--iy) = 2 


27) Sei 
28— Va + ay +y + Va — 2: py: 
2 T = VO + g*-y — VA — z) + y 
R-—S- VS: — 1, 
so wird: 
are sin (z + iy) = are sin T + ¿log R 
arc cos (z + ty) = are cos T — ¿log R. Vergl. $. 1, 9 
28) Sei 
E 20 Q A ew 
a?-d-y!—1 ~ a? + (1 — y)” 
so wird: I 
arctyn(a+iy) = i arctgn P P = log Q giLytl 
= I {x — arctgn (— Di ha i og Q LUR L 
arc ctgn (w-- iy) = 3 {= — are etgn (4- 7) — doy Q 12+y2<1 
1 


D 


1 i 3 " 
arc ctyn P 4 log Q syl 


D 


Zusatz zu S. 5. 


War bei den cyklometrischen Functionen eine grosse Vor- 
sicht nóthig, so ist hier die allergrósste am Platze. Es dürfte 
sich bei einem jeden Problem die Untersuchung auf dem Wege 
der Funkentheorie empfehlen, wozu sich in der Functionentheorie 
das Nóthige findet. 

Wohin der unvorsichtige Gebrauch führen kann, zeigt fol- 
gendes Beispiel. 

Es ist 
3 emi — |, atnm g, 
folglich auch 
/ ` tena? einst inne — [042r tana) — greet — e, 


Wir haben also 
ani — p, 
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12 Funetionen complexer Variabelen, 


Da nun d'r ebenfalls gleich e ist, so würde daraus das 
absurde Resultat 
g- mim] 


folgen, welches für jedes ganze n gelten müsste. 


Deispiel: VIS wird für z > 1 scheinbar imaginär, wel- 
— a? 
ches ist der reelle Werth? Wir haben 
arccose — 1|[ 1 een 

G y sl ET ur 
also: 

arccos« __ log (z + Ver — 1) ON ERR 

Vi—=xe* Ve=1 ^" Š 


Insbesondere ist das über die cyklometrisehen Functionen 
Gesagte hier zu beherzigen. 


$. 6. 
Hyperbolische Functionen. 


š ; s r A 
1) sinhyp p = z sinpi cos hyp p = cos pi 


2) aresinhyp qp = log (p unt Vo? + 1) = E 
FP 
3 PUT TENER dg 
3) are coshyp p = log (p + Vg? — 1) = y 
q? — 
SEA I É dq 
4) aretgnhyp = z log pe fi => 
5 1 SN * de 
5) aresechy — lo E VI P SL NO 1) PE (PALO: 
Ze "e KN pV1—g? 
== 
6) arc cosec hyp p = (z y E n) Zeg - ftn 
7) e+? = cos hypo + sinhyp p 


8) sinhypg = 1 (er Lem cos hyp p = 4 (e? — e~t). 
Vergleiche: Gudermann, Crelle's Journal, Bd. 6, 7, 8, 9. 
Giinther, Lehre von den Hyperbelfunctionen. 
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Facultüten. 13 


$. 7. 
Die Facultáten. 


1) Wir bezeichnen mit 
a"! = a(a + d) (a + 2d) ++... (a+ n — ld) 
die Facultüt mit der Basis a, dem Exponenten » und dem 


Augment d. 
Ist a = 1, so wird 


19 —1.2.8...(n — 1) 
eine Factorielle genannt. 
2) aid a (a — d) (a — 2d)... (a — n — 1d). 


3) qnl? = qn aan — Z ald = 1. 
ap 
jt 1 
4 m ME - 
e (a — dI (a — d) (a — 2d)... (a — nd) 
"la Ela = 
5) al ol (a + £4) " | 
m T 
6) Vania = u" 
Z Laid Pla p p 
T) a* ==. (a + £a)... (a - Pap —14) 
8) na m ana 
ei (a + nd — Pa Sh 
q a 
Pa 
Za — (a— nd) 
q = 
«SB (a — dji 
umb. 
10) a š nia 1 


( — 2 ay (a D D 
q q 


Vergleiche: Oettinger, Crelle's Journ., Bd. 33, wo die Facul- 
tiiten - Theorie sehr ausführlich vorgetragen ist, S. 1, 117, 226, 329. 
Weierstrass, Abhandlungen zur Funetionentheorie. 


www.rcin.org.pl 


— "s 


14 


Facultáten. 


11) Einige Facultiiten: 


PLFA 5! = 120 10! = 3628800 
H= i 61 — 720. 11! = 39916800 
g= 2 7! = 5040 12! — 479001600 


EN 8! = 40320 13! = 6227020800 
4! = 24 9! — 362880 14! = 87178291200. 


$. 8. 
Identitáten und Binomialcoefficienten. 


A. Identitäten. 


1) (ac—bd)*--(ad--be)* = (ac--bd)?-|- (a d — be)? 
3) (ae--b B)! 4- (a B— ba)? = (a° +0) (a+ B?) 
3) (au +b B -- cy? + (aB —bay (ay — e«)* + (by — eB) 


= (WP p eye Per) 


Sei 


A — ae + by + cf 
B=ap-+ba- cy 
C=ay+ bp + ca, 


so wird: 


(at+b+o)(a+B+7) = 4+B+0 
[++ — (ab-4-b e-1-a c) [a+b y? — («B 4- B y +0p)] 
= At B+ C3i— [A B--AC4- B C] 
[040040300] [0+84 993489 
= A+ B+ O—3ABC 
(a 4- 0) (b 4- e) (ade) = (a--5 + €)(ab+be+ae) 
(a-b) (b 4- e) (a-41- €) = + [(a-+b+ c)? — (a? b34e*)] 
a: (b? — c?) + bs (e? — a?) ++ c* (a? — b?) 
= (a —b)(b — c) (a — c) [aba c+ bc} 
(b — a) (e — a) (c —b) = a? (c —b) 4-12 (a — c) -+ e* (b — a) 
(b — a) (e—a) (c — b) = a (b? — c2) + b (e? — a2) + (a? — b°) 
(a-4- 6 4- e-|- d? «- (a+b — e— d H- (ae — b — d)? 
-J-(a4- d — b — 0)? = 
(—a+b+c+d)?-+(a — b -- e -- d? 4 (a-1- b — e+ d) 
+ (a-4- b 4- e — d)? = 4 (a? +0? + e? do). 
(a+b + 03 — (b +c — ay — (e +a — b) — (a +-b — oy 
= 24 abc 
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15) 4a?b? e — (b3 +c? — a?) (e? + a? — b?) (a? + b? — c?) 


a? (b Le a?) +b? (e? + a? — 02) + e? (a? + b? — e). 


16) (a+db+ e) (a 4- b — e) (a —b + e) (—a + b 4- 6) 


2 (a2 0? 


17) (a—0?-F(b— dre mae pe iso 
- (b — a) (b — €) + (c — a) (e b)]. 


ta? e? 4- D? e?) — (a! + bt ct). 


B. Binomialeoefficienten. 


1) qe A e A 
» («619-619 


dr: 


vr (4) 


m--n— 1 


e»()eco()) 


) 


k--n 


^ M si 


lei 
4) n EUR E 
Bebe ^) 
525-200-6125 
+O) +O" 90) (0-701) 
huc has iria 
5 GED- HH 
» EEG) +r) 
w GEET] 
p C= H M die AĘ ics ke. „) 
E r- fle 
w om0- 
N TEP T 
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16 Binomialcoefficienten. 


e ()=()= Gee vC HE} 
(5) = 0 fir — Ie 


& 9. 


Combinationslehre. 


1) Die Anzahl aller móglichen Permutationen von » ver- 
schiedenen Elementen ist gegeben durch 


P (n) = al 
Sind darunter r, s, t, . . . gleiche, so ist 
n! 
Tis Talal 


2) Die Anzahl der einfachen Combinationen von m ver- 
schiedenen Elementen zur rten Classe ist: 
EN F n n(n — 1)...@ 4- 1 — r) 
as Cor) = (2) xi 1.9. 
Kine einfache Combination enthiilt jedes Element nur einnal. 
Die Anzahl der Combinationen, in welchen sich die Elemente 
wiederholen, ist für die rte Classe: 
Probo = A =1+ d n(n + 1)... (n — 1 + r) 
n , Ve 


# IBI 


3) Die Anzahl der einfachen Variationen von » Elemerten 
zur rten Classe betrügt 


V (n,r) = rl (+) = n(n — 1) (n—2)...(n — 1 + ñ, 


Die Anzahl der Wiederholungsvariationen von n Ple- 
menten zur rten Classe ist 


V [nr] zm, 
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Partialbrüche. 17 


8. 10. 


Zerlegung in Partialbrüche. 


1) Bei 
so wird fo A i9 E >; z. 
Jeja > . 
4, = = fe Fa) = SG 


2) Sei » gerade und n — m, ferner 
2 
DEM D b = 
n 


ay, = » 
so wird: 
p] 

am 9 2 cosma, — z cos (m + 1)a; 
a^ -F1 m = a? — 2xcosa, + 1 

qe 1 1 

1 +1 

LWA! sp! ) n (z + 1) 


H x OM + 1)b, — cos mb, 
n a? — 2x cos bs + 1 


+ 


3) Sei n ungerade und » > m, 


NI 


1 
—» 
x cos m a, — 2 cos (m + 1) ay 


qm 1 
GE E 1) NE FALE > w? — 2 © COS Ax +1 


am e 1 P ecos (m-+-1) ax — com a, 
g^—1 SE > «3 — 2200501 


Laska, mathem. Formelnsammlung. 2 
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$. 11. 
Zerlegung in Factoren. 


1) a" — a" = (2? — a?) 4! — 2am cos 22 ta)... 


(= — Zuse ” Za +a) 
2) æ + a" = a — Lares m + at)... 
Le — 202 eos "= EEND) 


wenn n eine gerade Zahl. 
8) Q a == (1 — a) (820x005 22 Te). 


(e 


4) a ta" = (z +a) w: — 2a Z 4 ae 


) 


(e 2 az h 


ara) 


wenn n eine ungerade Zahl. 


Arithmetische Progressionen. 


Arithmetische Progressionen. 


& 12. 


Gegeben Gesucht Formel 
a on l=a+(n— yd 
d D 
ados : 1=—44 V20s + (a — 5) 
2s 
ans 1=— —a 
n 
8 n 1 
dns EE 
adn s=5 (2a + m — 04 
adv. woe 
adil š s 3 + FT 
a n 1 s = $ (a + D 
5 n 1 s=5(21— @m — D J) 


& 
lI 


= 
lI 
SI ls 3lo 
H- 
gó 
T 
[SES 
| 
» 
< 
w 


l=a+ (m — 190 
s=(G +U 


Geometrische Progressionen. 


$. 18. 


Geometrische Progressionen. 


————————————— 


Gegeben Gesucht Formel 
aen = aen—1 
ASS rn BER Ds 
i » : 
ans Ire In-1 a (s am-1—0 
= -1 
e n s t= euer 
ep —1 
a d = e= 
a e n $—a7—]1 
le— a 
ae 1 ES = gi 
8 n n 1 1 
EL a (gx e) rue) 
NS _ dem — 1) 
Lë (e — 1yen—1 
— E 
enil “=== 
(e — 1) 
e n 8 a ns ER 
e 1.8 a = le — (e — 1)8 
n is als — an-1 — I(s — Dn—1 = 0 
=. 
antl = ph 
4 
anos i hug Y EN 
e a 
a ls 
a s 
e? = log! = log a 
a el “= "Y + 1, 
C i log (a + (e — Ds} — loqa 
s aj log e 
log l — loga 
ls EAS de 
S 2 toy (s — u) — log (s — l) ds 
STA n logl — log (le — (e — Ds) 
e loge 
l = am- 
PEA en — 1 
ed 
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Höhere Progressiónen, 21 


&. 14. 
Einige, insbesondere hóhere Progressionen. 


1) Die Reihe 
lp 2(pJ-1) 3(p-F2):-- 
` hat zum allgemeinen Glied 
An = n(p + n — 1), 
und zum Summenglied 
i ey = in(n-- 1)(3p + 2n — 2). 
2) Die Reihe 
pa (W — 1) (q — 1), (0—2)(4—2).-- 
hat zum allgemeinen Glied 
a, = (p — n + 1) (q — n + 1), 
und zum Summenglied 
gu = in[6pq — (n — 1) Bp + 3g — 2n + 1)) 
3) Für eine Reihe 


Ay dą 3 dą s+ 
ist 
da Ja, 4a... die erste | 
Aa Ad... Zeite, Differenzreihe. 
Mace. s dritte) 
Das allgemeine Glied ist gegeben durch: 


ee C eg ec? z 21 (a 


n—1 


Das Summenglied ist gegeben durch: 


emen (n tQ) 4 Qm 


Man beachte, dass 
a = a,— 26 | M 
Ba = a, — Ba, + 34, — a 
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MA 


22 Figurirte Zahlen. 


allgemein 
A ay = a,41— Gi ar + (5) Gp + A (— 1 () di 
und für 
r>m 
A" as = 0, 


wenn die Progression von mter Ordnung ist, d. h. wenn sie nur 
m Differenzenreihen besitzt. 


8. 15. 
Figurirte Zahlen. 
Sei 
1 1, 174-0, 14-20, P+ 88, 1+ 46 1+ 50... 
Bilden wir die Summenglieder 
H 1, 2+60 82-38, 4+ 68, 5 100, 6-156... 


III 1, 8-- à, 6k 40, 10+ 108, 15 -1- 208, 21 + 358... 


So werden 
II Polygonal-) , 
mt Polyedral-| Zahlen genannt. 
Sei in 
1) H 5=1(Triagonalzahlen) 1, 8, 6, 10, 15... 
2 6 = 2 (Tetragonalzahlen) 1, 4, 9, 16, 25... 
8) Ht ^0 —1 DS Pyramidalzahlen) 14; 10. 2085.2 


4) ò = 4 \Vierseitige J 1, 5, 14, 80, 55... 

So wird 

Reihe Allgemeines Glied Summenglied 

1) n(n + 1) n(n + 1)(n + 2) 
1.2 1.2.3 

n(n + 1)(2n + 1) 

2) M À 1258 

3) n(n + 1)n 2) n(n + 1)(n + 2)(m + 3) 
1.2.8 1.2734 

4) n(n + 1)(2n + 1) n(n + 1)(n + 2) 
1.2.3 3.4 
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Convergenz Kriterien. 23 
Ferner ist 


I IUE PENNE ee 
Snes 25 @ 1y 


Siero year = a? + Sn ne 


\n(n+1) „_ _nín+1) e i —1 
Du ue S o DELS S Di 
Ueber Progressionen und figurirte Zahlen vergleiche: Nenn 
Abhandlungen über ebenso wichtige als interessante Gegenstünde 
aus der Algebra und niederen Analysis, von Lefebure de 
Fourcy etc., Stuttgart 1844. 


&. 16. 


Convergenz- Kriterien. 


Dw = w ++ Ld E 
ist convergent, wenn 


lim e = Ina 1 limz = o 


1) wenn es 
PR May ist (Cauchy) 


Nata (Schlömilch) 


2) wenn 

limx' we = 0 r>1 

ims l — a > 1 (Raabe). 
3) Ist l) 

KEN 1 

w 1+m' 
so muss 


limxe > 1 (Stern) 
Wega L t re 
EE? 
so muss ] 
A—a>1 (Gauss) 


24 Convergenz - Kriterien. 
Eine Reihe ist {ai | vergent, je nachdem das erste, nicht rer- 
schwindende Glied der Reihe 


V, = lim fı > = 
Ux 


V, = lim lx = a (x + U 


V, — lim [etus — Zo (x + 1) log (x + D) 
V, = lim {ir xlog^x — == Drot 1) log! +) 
0 x 0 
[positiv | is 
[negativ | 


Zusatz zu 8. 16. 


Die Theorie der Reihen ist in der neueren Zeit besonters 
ausgebildet worden. Da sie zugleich die Grundlage der neueren 
Functionentheorie ist, so werden wir das Wichtigste in der crit- 
ten Lieferung mittheilen. Folgende Bemerkungen mögen genügen, 

Bleibt die Function F(z) innerhalb der Radien r und Rum 
den Punkt c synektisch, so wird 

+o 


tel = X A, (a — c)* 


—w 


2x 
1 d S % 
AS ü pi) g—zq 
A, eur bie + 9 eri) e-n d y 
0 


für jedes o, für welches 


r<o<R 
Verlegt man den Anfangspunkt nach c, so wird 
+o . 
F(e) = Dr A,» 


Qa 
A,= zs J Eea p. 
U 


Ebenso fiir zwei Variable 
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Convergenz-Kriterien. 25 
+> 


Faz) = Da Anz a 


$T Qn 
UNA : 
Aum (ss) | [ Tem onyeceromagag. 
$ 6 


Lassen sich die Integrationen nicht ausführen, so bedient 
man sich der mechanischen Quadraturen, deren Wesen im Fol- 
genden besteht, Sei 


: 2a 
4 = en, peu 


so wird z eine Wurzel von £^ = 1 und wir erhalten 
1 Jen 
z D F(QE" = An L Ange + dange dr 
+ Ane + An + 
oder 


1 Ze 
A, = X FE — a 


6 = SM lb + Anto: 
l 


Man erhält also A,, indem man das arithmetische Mittel von 
T (er) eni 
für 


2% T 27 
DN AS = 


für hinreichend grosses x nimmt, 
In Bezug auf die Gültigkeitsgrenzen merke man: 
Sei To) für ç = m. zy AA 
discontinuirlich, so gilt, wenn 
mod z, > moda, >... > mod xz 
angenommen wird, die Entwickelung 


mir +f) 24 LO a q... 


so lange, so lange 


mod z < mod zy, 


wobei z allgemein complex angenommen wurde. 
Bleiben die Glieder der Reihe 
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26 Convergenz der Reihen. 


U= um p u pump * 
stets positiv, und ist 
Uy >U >>... 
ferner 


© 
b un l 
0 

endlich, so convergirt die Reihe U. 

Wir geben hier noch die Definitionen einiger Degriffe, die 
sich hier am besten anschliessen. (Weierstrass, Abhandlungen 
aus der Functionentheorie, S. 69. Vergleiche auch: Biermann, 
Theorie der analyt. Functionen.) 

„Es seien unendlich viele rationale Functionen einer Ver- 
ünderlichen z in bestimmter Aufeinanderfolge gegeben 


AD fi (2), fa Qo)... 
Die Gesammtheit derjenigen Werthe von z, für welche die 
Reihe 


SLO 


einen endlichen Werth hat, nennt man den Convergenzbereich 
dieser Reihe. 
Eine unendliche Reihe 

E 

2 

0 
deren Glieder Functionen beliebig vieler Veränderlichen sind, 
convergirt in einem gegebenen Theile B ihres Convergenzbereiches 
gleichmässig, wenn sich nach Annahme einer beliebig kleinen 
positiven Grösse ó stets eine ganze Zahl m so bestimmen lässt, 
dass der absolute Betrag der Summe 


Sy. 


von 
für jeden Werth von n, der > m ist und für jedes dem Bereiche 
B angehörige Werthsystem kleiner als 0 ist. 

Soll die Reihé in demselben Bereiche zugleich unbedingt 
convergent sein, d. h. bei jeder Anordnung ihrer Glieder den- 
selben Werth haben, so muss es, wie man auch ó annehmen 
móge, stets müglich sein, aus der Reihe eine endliche Anzahl 
von Gliedern so auszusondern, dass die Summe von beliebig 
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Reihentheoreme. 27 


vielen der übrigbleibenden für jedes der betrachteten Werth- 
systeme der Veränderlichen kleiner als ó ist.“ 

Ueber Reihen, die je nach der Anordnung der Glieder ver- 
schiedene Summen besitzen, vergl. Schlömilch, Uebungsbuch IJ, 
$. 23; Weierstrass 212, V, VI, VII. 


8. 17. 
Die allgemeinen Reihentheoreme. 


1) (Taylor) 
Pie LM Pd Pra D +O + Ben 


oth 
Rea = gp f eth ody 


lI 


ar e EE 
= fet» (0h) cg 
2) ER 
f(x) — 


e 


(a )— E 
fog Ec n. 


SCH 


Ra IIe way 
—ay+1 
= (n--1)(1— 0) Fm +H (a+ 0 (a — 2) Kr 
en rn 
(n 4-1)! - 
3) Speciell für a = 0 


f@)=/0)4 OFM OD + f 0) + ka 
uc d (a — yy fo (dy 


= rowy 
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28 Reihen. 


— D 


9 10 =/0 + [re So 


| g (z) 


room 


Die Reihe von Bürmann: Hindeburg's Archiv II, S. 499 
(1798). 


5) Ist B 
z = a + pla) 
so ist 


Reihe von Lagrange. 


$. 18. 
Allgemeine Reihen. 


T 
LÀ 


1 1 a a? a? 1 mn 
T. is Titus pose GEAR «© und a 


sloga , (aloga)? (x log a)" beliebig 
Qui T 21 pa: n! dii 


3) log(1--2)—2— 1214-323 — (TAY Te 1>0>-1 


a, gd q2n-1 


4) sing = z att BI “e (— I= -— are 


2 , z 
9! ' 4! 


5) cos X 1 


ją beliebig. 


1382 


6) tgnz = + J guy den | 315^ 
Ban-ı 
(2n)! 
Uum z 3 UN a^ $^ r” — 93 55 
` (2 2) 

2n—1 On)! = 


4,0% 6l Load e Ww. 
8) sex=14+5+=7 arto Eodem 


92n (22 — 1) 


T>L>—AH 
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Reihen. 


1 T Tas , 2945 
9) 00806 © = t SIF asi Ep yt e 


2011 — 1) 
(24-2)! 
be manas e 88 „, 68 
M) rege gst Gato ore” 


A o ni 
H ... 2 
| 2.4.6...2m Tait IP 


By 107771... OKEN 


; E 
NB. arcsinz => — arccosz. 


2 
1 do qni Es 
11) Ee 
zm 4 hu 1 il 
syn v Dalm ema 
NB. aretgn z = Z — are colgn a. 


x 1 
arctgna = SE arc fun =e 


12) Man beachte, dass, wenn 
fa) = a + a 2 + aya +. 
ist, und f(x) = z gesetzt wird, so dass 2 = g(2) resultirt, dass 
dann 
z = a + a 9 (z) + a ple)? +... 

wird. So folgt beispielsweise aus 

' aresine = zo 2 + m dee 
c= (sine) + + (sine): + ent 

Auf diese Weise ergeben sich die inversen Reihenentwicke- 

lungen. 


-—K— 


30 Reihen mit Bernoulli's Zahlen. 


$. 19. 
Reihen mit Bernoulli's Zahlen. 


2n(2n— 1) 


1) Bau 13 Dana 
2n(2n—1)(2n —2)(2n—3 
pant ya X Bunt (LIP=0. 
92n 9?n — ] 
2) pz en, PES ss 
25 —1)(2n —2)(2n —3 
ali Jez BBI 0, 
1 1 d ee 1 5 691 
Br = q B= gy Bo pp B= gy B= gp Pug 
D, = 1, B,— 5, B¿=61, D, —1385, B = 50521, Ba = 2702765, 
1 1 22%—1 
3) 1 PIE + 322 Fe = Ox)! a?* By, 4, 
1 1 man Q2n —] 
2) 14 32 5i» pe = 2 (2) Bona 
1 1 2n—1 , 
5) 1 gm gm" — gy Ban —1 
a 1 1 änt) Boy 
6) 1 gam T gan RESET En)! ES) 
7) Sei 
n—m 
9 1 
LF p (z), 


so wird 


PI m nt m 
WON 3) - = ES 
ASTA gan... PU) ae: 96) = nn. 


CURE. al PREM a g’ 
p(6) as A = 30.0... 96) = 9450 
1 1 1 mB 

= l 1 
8) Oz eer (n — 1)am—1 | gam Dame 


m(m + 1)(m + 2) B, 
= r | +... + 9 (m). 
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Logarithmische und Exponential- Reihen. 31 


Vergleiche: Schlömilch, Comp. I, p. 211 et ssq. besonders 
für die s 


144444 z = 05772166640 - CU EA 
tn 


Viele hierher gehörige Summen und Reihen findet man bei 
Euler, Einleitung in die Analysis des Unendl. L Bd. Deutsch 
von H. Maser, Grunert's Archiv L Ill. Crelle, Journ. IV, 26, 


8. 20. 
Logarithmische und Exponential-Reihen. 


1) loge —(r—1—3(6—1*-36—1)—5 22220 


2) loga MR = Łoś 2l 
3) log (e+ H = loge Halt) + 


1 2n41 
cya ap) 
© > 0, wenn ) > 0; z > h, wenn h < 0, 


4) ly loza Fre "en gene deri 
oa EK EE 

Ote e 
ts) tert] 
7) log = + log (z + h) + y log @ — h) 


HD H6 Ore repe 
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32 Logarithmische Reihen. 


8) loga = zł g (x + h) +3 log (x — h) 


h? 1 h: 8 
SEENEN Te 
d he ni | 
EE A SASZ 
9) log («c + 2) = 2log (x + 1) + log (a — 2) — 2log(x — 1) 


2 1 2 3 1 2 5 
| | wa NES 
gie B —82 "8 (a —8 Ą "B (3 —8 sl ay CEPI 


Reihe von Borda. 


š P O E La 
10) logsina = loga f2. 9] 4*4 3? Ve E 


p By 1 
RE E 2 
em (2n ell?" 
1 1 1 1 
— 2 4 
lega lc? 180^ 12835 T 37800” 


11) logcosz =—{@— um 


+ (Dän = 1) 92n—1 es gon +.. 


= [1 2 1 4-1 1 6 17 Eau 
(a? +75" 1457 125207 um Ta 


m 
3272-5 


— sin ct sinta -F- sinta >>> 


| NE 
DE E 


12) logtgna — toga LIG — na pet 


Bi- 
(GA 1 la 2 
Le yaa) 
= loga + nuc at œn IT gs 
Ei 90 2835' T 18900 


146 , x 
ÓN Sg 2 
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21) 
22) 
23) 


24) 


1) 
2) 


| a Liska, mathem. Formelnsammlung. 


Exponentialreihen. 
2 5 15 
Alar yet et et" 


gt Bat 845 82$ 


MEL T aM AE o IT PER 


x dat 3128 
gel "ai" 
e gi SES Hat 
EE LA x 
gi 223 5 at 
ges eee ee e a usss 
enims — 1 oj 2-2 IM ou 
1—Y1—4zs — 3 d 405. c DROVE 
ee E =m ds ek m 


LU je (1+ lek RR] 


a er e ` o 
© 6 180 2835 

— Án — a! 

Z sina = — 9 EE 

ghi AER dë 


$ 21. 


Arcus Sinus-Reihen. 


S 22*5,2.42* 2.4.62 
er Oe EE EE E 


ond Zelt ee 


DOE titg) HR i 
5 


34 Sinus- Reihen. 


° x 2 2.4 
2 pe 5 7 ... 
3) Vi—za?aresinz = x 3 t35” 3.5.77 + 


are sim a 2 2.4 2.4.6 
== 3 $al T tee 
ee Oe Pp EET 


Für 1) bis 4) a? < 1. 


&. 22. 
Sinus-Reihen. 


1) sing--sin2g---.- sinng — [sin € sin 222 9): sin T 


2) sing--sin3g--*«« sin(2n —1)g = sintng:sing 
2 smn + ,2.4sin*z | 


3) a? sineta: J +33 sep us 
4) Z COS z = sina L sin’ a gsm et 14 


5) log (1 + z) = sine — sinta + T sinta— smst 


I. 2 d ` 
= 1 — > sin? a — int z — LE —... 
6) aż 1 g Sin? © — zz Sita — 37 sin a 
x p s Prg d. 
7) z n9 y sin2p +3 sim ++ 0<p<2x 
9 : LES 1 
8) y = sing y SiN 2P+ sz sin8g —--- e a 
š L 5 
9) 4 = sing + Rag LZ ahn L 1>9>0 
10 z si! Leins EE sind >9> 
) Sech smp 533 eh eT HHH i aSpa 


11) Z osp = 1 sin29 YE sina o 


B x 
+ singt. 0<p<x 


z sina p sin p 2 sin 2 p 
2 3 sinam 13 — as Fw tr SS E 
zer — sing 2sin2g 


qo -a<p<a 


13) Qez—eg-4 Pre Ppa 
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Sinus- und Cosinus - Reihen. 35 


v sin p WR D 

14) as = c sin g -+ a? sin 2 p 
-+assin3p----- 22<1 

«© sin p ^ ons a in? 

15) uid TET TI = a sin g + 3 Sin 2 p 

3 
+ eine a: <A 
16) arelg = == vaine + sin3g-- sind p+-. Wal 


t : > m eos(n+1)asinnz 
17) sin*z-L sin2x + sing = +— CES ` 


Zusatz zu &. 22 ff. 


Es ist vielleicht rathsam, auf einige divergente Reihen auf- 
merksam zu machen. 
Setzt man in der für z? < 1 geltenden Entwickelung 


rah Keh 
© = r(cos g + ¿sin g), so werden, so lange 
moda < 1, 
also so lange 
St 
auch die daraus hervorgehenden Reihen 
SI TEST = rsing + r?sin2 p +... 
1 + rcosg 


TX3resg- 5H ld reos + r? cos 2 gq +... 


gelten, nicht aber für r — 1, demnach sind die Reihen 
1 + cos p + cos2  4- cos3 p +--+ 


sing + sin2p + sin3g +- 


and 


divergent. 
Wie man andere, hier nicht vorkommende endliche Summen 
bilden kann, liegt an der Hand. So z. B. aus 


2082 = 1 + cos2z 


wird 


n 
2 Dr costus — n + Sr cos 2 x z. 
1 1 
8* 
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36 Cosinus- Reihen. 


Nun ist aber $. 23, Formel 1), T rns 7 x + gegeben, also 
haben wir 
cos nc sin (n + 1)x 
sin © [ 


2 > cos? ug = n + 


8. 28; 
Cosinus-Reihen, 


np .nJd-1 Y... 9 
1) 1400990052 p++» cosn p (ms 5 sin 3 p):sin 


2 
1 
2) log cos $ = — log 24-008 — z 0052 
1 m 
+ os sp = 0<0< 5 
3) log sin T = — log2 — 0089 — y 00529 


1 T 
== 3.0509 cU eS 


4) ZU emeng ! 0839 emie WEE: 
u oy cf 
o SE T eer 
5 E I 

EE E 
8) o E = 14a cos p +4? cos 2 p 


1— 22085942? 
+ «30083 p-|-*** acr 


9) — log Vi — Z cos p Fa = BeOS g + + 2? eos 2 g 


prese LI. 
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2) 


3) 
4) 


5) 


8. 24, 
Einige oft gebrauchte Reihen. 


a sin z 1 
1 mem IL dais = i. — a? si 
tgny = i wsz oj imu + z a sin2x 


+5 Gsin8 z L 


tgny = ntgna y=2+4 p mia 


+ + i | sin4z y ... 


abra iw 
y colgn x (z ) iie 
sing sina 


siny = sing +b y=at+ en un) +... 


cos X 
1 


z = 2 coty 2a = tyne + y Lime 3 S Ln EE 


cos y = cosa + b PEDE 


Ueber Sinus und verwandte Reihen s. J. Fourier, Analyt. 


- Theorie der Würme, übersetzt von B. Weinstein, Berlin 1884. 
(Theorie und Literatur.) 


1879. 


Verg. auch Schlömilch, Compendium II, Braunschweig 


8. 25. 
Binomial-Reihen. 


5 bop = vi ennt east" j 
2) (a+ b)" = ei (Da bt Date bee. + bn 
3) a 14 (3 (+ eB m< 
4) (1—2zp = (ret aora 2<1 
9 arar=1(5)0+(" T e 

+ey( tr Mate 2-1 
6) a—2r"=14+()s+("3 + 

> "ET Dae a 23-1 

E 

INEA mi 
A 
Se 


usa wpe. Gel 
Ge n(m—n) (m—n)(2m— 
9) a aj” rn Pu x i= 


um R. = | M eg 
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Binomial - Reihen. 39 


— 1.8., 1.1.8.5 
10) Vi42=143 033847759 35.897 
LO |, mą 


Hgg 
TE n +" 
DA 344" 3463" — 
Tt 7 PA 
= 1324500 + pg” as 
2 
1) Vis =143 00H nt 
+ MELLE CR a<ı 
= 1432-5245 2 a^ RE 2° 
ei" 
18) pppD-i—it ES" Fes" iis" 
It git ag? n 
egt 
14) EIE ECO 


n(n--4)(n--5) 
Tp ca 
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40 


15) 


16) 


17) 


18) 


1). 


Binomial - Reihen. 


1+V1—4z]* 20D 

| 3 =1—ne+ 
ED A 
A opet 


1 
z nado evt 
4 M 3 n 
pura ch 3 2T 347 — 167% F760" 


Vi+az + ba?+ cast dat 14g un AQ DL 


+3 (quae 

| s (a — quie FOL EL 
dix 1472 ne pm Ñ 
pn © 1 LEE PE 
Vita 1 1 £ rt ee 
yi +r=14 : 2 is a? 1593 
Mm Tei Es i SE 
vi # == Y -1 la = 2 cas Den 


8. 26. 
Polynomial-Reihen. 


s z En "=44+Be--0m+.: 
"cam 

B«--AB —b—0 

Ca + BB+ Ay.—c—0 

Da+ CB+ By+4d0—d=0 
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Polynomial- Reihen. 41 
2) [a--bc-ca?+ -= A+ Bry Cep. 
E 
aB = nbA 
2a C = (n — 1)0B + 2ncA 
3aD = (n — 2)b C + (2n — 1)cB E3ndA 
3) gl + az -- bz: +) A+ Bz + Cz? + 


TEL 
B=-—jAa-+0b 
C = —$Ba—1Ab--c 
D= — į Ca — ¿Bb —iAc+ å 
A ee Al Bo: OR... i 
A=a 
B=b+1Aa 


C=c-+34b+1Ba 
D=d+3Ac+3Bb+1!0a 

5) ay--by? ey +. = Amd Bart Cxi+... 
y =ar + Bar yas... 


A=a« 
B = a8 + ba? 
C = ay + 2ba8 + cas D 


D= ad + bg? + 2bay + ce? B + dat. 


$. 27. 
Recurrente Reihen. 


Sei m — n und 
2 ... 
SE = otastas= 
so wird für x > m 
4 Ce = M Cz + r Cea ++ t Talo GR 
| Die Coefficienten 
>. TyYa Fe 
werden nach Moivre die Relmin eai (scala relationis) genannt. 


42 Reihen. 
Es ist: 
a — b 6 = 0 
fir b, Co = be, = 0 
dy — bye — b e — 0,06 == 0 


allgemein 
A Do EE STX 0 
See erer 0 
S A ee O aaa 0 
x n |. 
Ge O b, 
8. 28. 
Summirung einiger Reihen. 
1) Sei 


Un = [AoH Au n4- Ar) anh 
Man sucht die Summe S, der ersten n Glieder. Man setze 
S, = [w tan: cQ nr] 2 — Go 
und beachte, dass 
Sn — S, = mar 


so folgt: 
(z — 1)0% + & — da + 05 — + + * = Á 
(z le + 2%) — 3e, + 40, —-»-» = A, 
(z le, + 30, Mo ! 0% tee DRM 


SH — 1) Oe == EN 
Së Sei z2 < 1 und die Reihe 


S = a) 2 SECH E ER 
convergent, so ist: 
x 3 
C ETA e 


Mit Hülfe „= Theorems lassen sich viele Reihen sum- 
miren, 
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3) 


4) 


5) 


6) 


1) 


8) 


Reihentheoreme. 43 


8. 29. 


Diverse Reihentheoreme. 


z-- (1 — 2)log 1 — 2) — sa +35 37 43h a Eu! 
8. z ła N 1 
SE PIET 24744 
1 
tgs? dee 
Klügel, Mathem. Wórterbuch IV, S. 580. 
.9...2n--1z 


1 E 1 
23.4...25-L29 PER 2 2n+5 


1.3 qma 
+31 .4 rt fe 
EE 1 1 


1 
2.4...2n--23 == natal) 


1.8 INS F 
-35(5) pit 
Klügel, Hindeb. Archiv II, p. 60. 


1.3...2n—1 n? n:(n—1)ż 
SSPW ecl E 


2 (n — 1)? (n — 2)2 


Satz von Lagrange: Euler, Acta Petrop., 1781. 


1 gan | e-an kC 1 1 1 
vk d fiw tite trat 
1] 2az 1 1 1 
Yl = s= lta aii 
Ed 1 = 1 1 
Jab Zat ir = apt pip 
able” —1 
ctaisn^ 
apo 
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44 Reihen. 


—a 
2008 ——— X 
2n 2a 
» . ba . b=a tg "e 4n?— a? 
nsum T—NSN Jn a 
2b 2a 


PISZE wee" 
Euler, Com. Petrop, Tom. XIL Novi Comment, Tom. III. 
10) Es ist: 


z ra as „tz „ZET 
e SE 
i—ati_at{—at eee ar 
pite 
ED ep E 
z 2z5 3x8 4210 
+ a y 4a alt 


“Ti Tata aaa Ea a) 


(1—x)(1—22)(1—29)(1—2*)(1—25) 
Lambert'sche Reihe: die erste Transformation rührt von 
Clausen und Scherk, die letztere von Eisenstein her. 
Sei 
x g? zs 
1 ea 1 =e 1-2! 


und 


Te = Az + EH Ar Ee 


r= Bote = 
wobei 1, m, n Primzahlen sind, so wird: 


=(i + 1) (u + 1) © -- 1)... 


Ueber diese Reihe: Lambert, Acta helv., III. Thl. Crelle, IX. 


n) f@= E) Sry (D b 
H 


Vergl. Mathem. Ann. Bd. 3, 5. 311. 
12) Sei 
Ux = Ur + wc. also 1, 2, 3, 5,8, 13, 21,... 
so ist 
Sn = Unya — 2 
Y — Un—p np = (— 1)" 17 (44,1)? 
Sei 


1--V5 , 1—V5 
2i , 


so wird: 
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Reihen. 45 
Un = gu "me beta] 
V5 
Us — Un-1 Unga = (— 1) 


Reihe von Lamé. Vergl. Nouv. Corresp. Mathem. Tom. V, 
p. 199 und Tom. I, p. 74. 


: 1 1 pl 1 
IR se at^ tire ar” a? + a? 
Wird a = 3, so folgt x = 3,141595...! 
Euler, Corresp. mit Goldbach, S. 221. Catalan, Mem. de 
Liege 1887. Tom. 13. 
4 eu 1 1 1 
l | Les ——— 
a e? leer atar”? a — 1?-- a?) 


Journ. de Mathem. de Longchamps, Febr. 1881. 


8. 80. 


Gauss, hypergeometrische Reihe. 


( © ( +}: 
dar 


2) gr = TFla+1,8+1,7+1,8) 


da 
8) (y —«--B)F-- «(1— 2) F(a--1,8,7)=(7—8) F (a. B— 1,7) 
4) (y—«-FE 1) F-Ee F(a + 1, 8,y) —(y — 1) F(a,8,y — 1) 
5) (y—8 —1) F-- B F(B + l,z,y)— (y — 1) F(a, B,y —1) 
6) (B—a)F+aF(a+1,p,y) = B Pia fi --1,p) 
7) (y—«— B) F — (y ei Hie — 1,8, y) 
FB — 2) F(a, E 1, y) —0. 
8) y(1—2) Pe — 1,8, y) +r — B) e F(a, 8, y + 1) —0. 
9) y(«—yc-J-Ba) F —«y(1—2) F(«--1,8,y) 


+ — a) (7 — B)z F(a, B, y -1- 1) — 0. q 
10) F(a.B--l,y--1)— Flopy) ] 
a(y—B) , y a 
= FH) =0. 
Sei 3 
nl xt 


NG) RYGA (GER 


` 
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46 Reihen. 
TI (x, y — 1) IT (x,y — a — B— a 
1) Fiy) = BT piura Pi Rr L 
Die Function F ist für 

æ< 1 convergent, 

x > 1 divergent, 

«=1 y>a- B convergent, 

y Lu + B divergent. 


Ist 
V-»— (a*--02—2abc08 y |-" = 4,24, cosp-+-2 A; cos2p-t--+- 


so ist 
42 (") ari F D n-- r,r--1, o 


& 31. 


Einige ófters vorkommende numerische Reihen. 


2 »=1+34 "n | 

9 Vida to 

dd 

9 ai E 

TEE, 
| g We taste po 

8) 2—'—15533—543 E š 

9) PIE ata * naiwni bo” 


NB. log2=0,69 314 718 


l 
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Reihen, 


Producte. 


3 1 1 
Wy qw A 


11) PEE 


1 


1 


1 


E 09.8.4 


Wegen der letzten fünf 
allgemeinen Analysis, S. 447. 


2 1+q+gtg+" 


e = 
4.5.6 ' 6.7.8 
Reihen vide Stern, Lehrbuch der 


= e = 2,718281828459045... 


7 = 0678794412... 


= 0,5403023059.. 


(=y 
= cos | — 
Ed 


1 1 1 1 
dicm xa iE E 
14) 1 7 + E E * = cosl 
15) 1-5 + ES E + = sin 1 

1 1 1 : 
16) k dK ka ++ = (081 


= 0,8414709848... 
Š =) 
= sm ER 
T 


= 1,5430806348... 


17) itatatnt= 


& 


eine z(e i) 
r$ EON e 


32, 


= 1,1752011936... 


Unendliche Producte. 


1) Sei log(1 + w) = x, — 00% 


so wird 


DO + x) = even 


Zur Beurtheilung der Convergenz, beziehungsweise der Di- 
vergenz dient folgende Tafel, in welcher A, B, C, wesentlich 


endliche Zahlen sind. 


e ein Mittelwerth, 


poem 


48 


2) 
3) 
4) 


5) 
6) 
7) 
8) 


9) 


10) 


Produete. 
————  >— 
D ` 
lim X uz lim Zei lim n u 
— o B 0 convergent 
— o CJ 0 » 
A B c " 
A E) 0 N 
+ 0 B w divergent 
+ o w = unbestimmt 
| 


tu 0+%+0 
3 rtm ud 9 + % S eme 
my. — 9 tum — 1) He ee ie 


H Us 
(1—*vw)1-—2775)... E a CET 
+ 3 


(1 — pl — v)(1— b) 
Ll db 


a y (t b, 
a A NEL 
dy da Oz... mh ta o am 
b, be bs... UN by b, by 


š gi g? 

sine = z (1 — SI - ZE am) 
aq? 4a? 42? 

08 d: = (1 az) az) (1 — ies) KŻ 


Ton AR ma m 2n—m 2n Tm 4n—m 4n+m | 
2n  n—m nm '8n—m Intm 5n—m_ 
an 1.2n—m 2 2n+m 3 4n—m 
— $n—m Z nfm 2 8n—m 4 3n--m 
ma n n 3n an 
2n =n=m n-dmàün—m 3n-d-m o 
2 m 2n 2n 4n 
zu—-mndmS3n—m3ndm 


sec 


www.rcin.org.pl 


| ... 


Producte. 49 


11) cosec MA dis Hess 9n än 5m 
2n m 2n—m 2n+m 4n—m An—m 
2n 2n 2n 4n An 
zm In—m Intm 4n—m 4n--m ` 
12) Es ist 
Va — lim P, Bites Ls 
wenn 
P, Ma+D)r+1 (na4-2)r-F1 PN (n--1)ar--1 


(na--1)r (na+2)r > (n+1)ar 
und der Fehler, wenn man die ersten n + 1 Factoren behält, 
ist kleiner als: 


a —1 
FOLE FESTE 


Dulletins de l'Académie de Bruxelles 1849. 

13) (14-z)(1-4-22)(1--24)(1— 25)... = 1--z--2?--23--2 4---- 
14) (1 — z) (1 — z3) (1 — 2)... = 1 — z — mz? agi 
— gu — gus + 222 + ES 

3m°Tm 


= RE (— 1"z 


Die dritte Potenz dieser Reihe ist: 


š n*+n 
= De Ura LU ° 
o i 
Vergl. Jacobi, Crelle's Journ. Bd. XXI. Nouv. Ann, T. IX. 


15) (1--2)0 4-2) 4-23) (1 fat) = 1020-27 
7-221-325-4259... 
16) 1 I 4-z4-22:-2-32? 


(1—2)(1 — 23) (1 — 23) (1 — 24)... 
Hirtt 725-4... 

Jeder Coefficient in 15) und 16), zeigt an, auf wie vielerlei 
Arten der Exponent durch Addition aus der Zahlenreihe 1, 2, 3... 
sich bilden lasse, und zwar in 15), wenn keine Wiederholungen, 
in 16), wenn solche gestattet sind. 

Vergl. Euler, Einleitung in die Analys. des Unendlichen, 
8. 15. 


Laska, mathem. Formelnsammlung. 4 
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50 Producte. 


m" ( 0 T TU T 
2 ei 3 


e Lë 
- REES ES 0—rü-—r)ü—»)' 


1— q" ; (1 = q (1 — qu.) 


ys gene 
a-pa- NAPY, |, 
1-90-90=1) 
E 0 
^ = gaa... 


eine gerade 
ungerade 
Man beachte für 17) die Eigenschaft f (r,r z) = f (r, 2) (1 — 2), 
so liisst sich 18) leicht aus 17) ableiten. 
Ed 2.2.4.4.6.6.8.. 


19) | REGI REP A N (Wallis Formel) 


36) SS its Brus 
113 5.7 9.11.13.15 
Catalan, Compt. Rend. 1877. Liouville’s Journ. 1875. 
Mehreres findet man in allen Lehrbüchern der Analysis, ins- 


besondere in Euler’s „Einleitung in die Analysis des Unend- 


lichen“. Weierstrass, Abhandlungen aus der Functionslehre, 
p. 206 (Convergenz). 


je nachdem vl | Zahl ist 


Zusatz zu & 32. 


Herr Weierstrass giebt in seinen „Abhandlungen aus der 
Functionenlehre*, S, 206, eine Anzahl von allgemeinen Theo- 
remen, die wir hier reproduciren wollen. 

L Wenn die Glieder einer unendlichen Reihe 

Mos Un Ugo. 
sümmtlich reell und kleiner als Eins sind und zugleich diese 
Reihe eine endliche Summe hat, so convergiren die Producte 


P, = (1 —w)( — w) (I — w)... 
Qn = (1 + w) (1 + w) (1 + w)... 
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Producte. 51 


für limn = ©, beide gegen eine bestimmte, positive Grenze, 
und zwar das erste beständig abnehmend, das andere beständig 
zunehmend. 

IL Wenn dagegen die obige Reihe keine bestimmte Summe 
hat, so wird für limn = w, P, beständig positiv bleibend und 
abnehmend, sich der Grenze Null nähern, während Q, über jede 
Grenze hinaus wächst. 

III. Wenn die Glieder der Reihe 

Un Un Yar sss 
sämmtlich reell sind, und von einem bestimmten Gliede an be- 
ständig dasselbe Zeichen behalten und kleiner als Eins bleiben, 
so wird das Product 
P,=(1 +m) (+ um) + w)... 
für lim = c, gegen eine bestimmte Grenze (die, sobald keine 
der Grössen to, tą ... = — 1 ist, nicht Null ist} convergiren, 
wofern die Reihe 
Ups Uy, Une 
eine endliche Summe hat. 
Wenn aber das Letztere nicht der Fall ist, so wird 
Pu = © odór Pi = 0; 
je nachdem die Gróssen 
tio, bee. 
von einer bestimmten Grösse an stets positiv oder stets negativ sind. 
IV. Auch wenn die Glieder der unendlichen Reihe 
Un Uy, Mg, ss 
complexe Werthe haben und die Reihe unabhüngig von der An- 


ordnung ihrer Glieder eine endliche Summe hat, nühert sich das 
Product 


P, = (1 + w) (1 Lait + w)... 


für limn = œ einer bestimmten Grenze, die von Null verschieden 
ist, wofern nicht eine der Grössen ty, 4,,... = — 1 ist. 
x 
| 
i 
4* 
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8. 33. 
Kettenbrüche. 


Wir bezeichnen 


Br a [55... 
H a + ba e ER ] 


m Ea 
1 
2) scri mit [a 43...] 
Pa 
1 
3) dcl mit (a ++) 
Ń WR ZERA 
4) So wird der Kettenbruch 
bh b 
|=: Kä ] 


convergiren 


divergiren H je nachden 


in welchem alle a und b positiv sind { 


dé din eme der beiden Reihen 


keine 


divergirt. (Stern, Crelle 37.) 

5) Der Kettenbruch 
b, dy 
[a] 


in welehem alle a und b positiv sind, convergirt sicher, wenn 
lim deux rn für lim n = © 
[un 
6) Der Kettenbruch 
Py 8 | 
E a dz” 
convergirt immer, wenn 
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Kettenbrüche. 53 
b, b, b, 
a dy’ a 

echte Brüche sind, deren Zühler und Nenner aus ganzen posi- 


tiven Zahlen bestehen. 
Bezüglich der Beweise siehe: Schlömilch, Handbuch der 


algebr. Analysis. 
7) Seien 

Q h An 
die Näherungsbrüche von 


so ist: 
M b p ab Pi y A> by + b. bi 
a q aay + by’ h as (a, dą + ba) + a, bz” 
8) allgemein 


Pn _ An Pra + b, pas 
dno dm In-ı F On Quo 


und auch 
Pn = da Pra + bnn- In = An In-ı + b, Ana 
oder 
a—1 0 0...0 m—1 0 0..0 
b a—1 0...0 b a—1 0...0 


fa-b|0 b, a—1..0| gg=|0 Da a—1...0 


9) Ist speciell 
i = maa...) 
so wird 
a CCT ear ett 
Un an + (= 5 DEER Ca e at. 


10) Ist der Kettenbruch 2 so ist 


u) zw = DIER? 


(ni 
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za 


MESTRE 


54 Kettenbrüche. 
LET E 
n LUZ 
Da _ Pan SET 
2) dn An+ı In dni 
9) Palasi — Gabun = + 1. 
12) (a, yay... dy) = (111a, ...1114,) 


13) Ist 
© = (am... Y), 
so ist auch 
A Y = (G, ais. ©) 
un 
SES A+ Bet €y + Dzy=0, 
ist: 

$ = — (dy 4-5: 4-2) $ = — (dy... a) 
Cc B 
DU.) p = — (a... w) 
A 
D = (04... gel (Gn... %) = (an -6 0) (04... Gs) 


Vid. Lieblein, Aufgabensammlung aus der algebr. Analysis, 
S. 179 &) 


14) Ist. 
B 
SC [& 0... Gn] = [an -.. 21), 
so wird der Bruch reciprok genannt und es wird 


La = 


GEL 
P 

Es muss P > 2 Q und Q* + 1 durch P theilbar sein. 

15) Jede Grósse, die sich in einen periodischen Kettenbruch 
entwickeln lisst, ist eine irrationale Wurzel einer Gleichung 
zweiten Grades. 

16) Sei 
cen, aan LE a=, 
so dass 


c=a--[m... aya] 
wird, so werden die Gróssen 
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Kettenbrüche. 55 


Gdy... Ln die vollständigen, 
dj... an die unvollständigen 
Quotienten genannt. 

17) Entwickelt man die irrationalen Wurzeln einer Gleichung 
zweiten Grades mit ganzen Coefficienten in Kettenbrüche, so ist 
die Periode der unvollstindigen Quotienten des einen die Um- 
kehrung der Periode des anderen. 


18) Sei 
z = EIN eine Wurzel von Da? — 2 Ez + T' = 0, 
so dass A = IL? — DF, sei ferner A = RL. ein belie- 


biger vollständiger Quotient, a der in ihm enthaltene unvoll- 
ständige, 


Gy dą 11. Quei 
die ganze Periode die mit a beginnt, ferner 
a 
B8 = a + [am ... a) 


E 
ta =a+ Ba, n=, 


Un — v. VA = (w — u VA)”, 
ul — Avj=+1 
w — Av = (t 1)”. 


Soll demnach y? — Ac? = + H, wo H < VA und A kein 
Quadrat ist, in ganzen Zahlen lósbar sein, so muss // unter den, 


so wird: 


aus der Entwickelung von VA folgenden Nennern, der vollstün- 

digen Quotienten, welche die erste Periode bilden, vorkommen. 
Vergleiche Tafel im Anhange. 

19) Es ist: 


Mens 
Be 
a+b aie aß bay cBó 
u [© taph’ cp EY iiec] 
20) d. 1 1 Es E ay dą y ] 
qa ada | dy dą dz m dy—1 Gg—1'a,—1' 


2 F a W au — (4% — ht 
Sch m K "n -[ DE ax ] 


4 | GG, | dy dy dą 


www.rcin.org.pl 


"AF IS ui s =. sO ha. S W. T a `š asua YW 


56 Kettenbrüche. 


dcr: CERIS 
i ) 
guhya =1 + E4 RR E 


g (z, B + 1, y + 1, 2) 


"RP eis nd  * 
so wird: Ç 
AT š 
sara Er saa 
wobei 
E A 
“Ey +1 
o 2H r6 
PARIS 
» a+2 y—B--2 f : 
PARADO NE 


É B AC BD CE 
3-53 00 -5D-5| 


24) DS, 14 B G ] 
ŚW WORT O E BEAO=BD=0" 
om X L 1 9 25 49 ] [5 1 1 H 

SEET 29737 Jure G ] 


: 1 IS EE z 1272 22 q? 32.22 

er [5 3 Ke ] 
© z 2z 3x 

a lp Pel 


2 1 2 3⁄4 Au 1 
31) 22e | 50 [> p poem 
; 


Laplace, Mécanique celeste, Tom. IV, Liv. X. Jacobi, 
1 Crelles Journ. 12, S. 346, 
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= / aran EL zt —1 ~} =~} 
BW JB SEI 519 STE Stin SEH 
s 4 9 16 
Laguerre: Bulletin de la Soc. math., Tom. VII, p. 72. 
Ueber Kettenbrüche: Serret, Handbuch der hóh. Algebra, 
deutsch von Werthheim. Euler, Com. Petrop, Tom. II. (In- 
tegrale.) Stern, Crelle Bd. 37 und die Lehrbücher der algeb. 
Analysis von Stern, Schlómilch etc. ferner Euler, Einleitung 
in die Analysis des Unendlichen. 
$. 84. 
Zahlentheorie. 
1. Theilbarkeit der Zahlen. 
* 
1) Sind a, b, e,... k, l, sämmtliche von einander ver- 
schiedene, in m enthaltene Primzahlen, so ist 
1 1 1 
(1 css 
p (m) m( a) (i 5) (a >) 
die Anzahl aller derjenigen Zahlen, 1, 2, 3,... m, die gegen m 
relativ prim sind. 
Sei 
ti rm atl? of uuu 
so wird 
p (m) = (a — 1)a*(b — 1)b8—1,., 
2) Es ist 
gp (m m') = p (m) (m) 
m 
EK (3) =>), 
das Summenzeichen bezieht sich auf simmtliche Divisoren 6 der 
Zahl m. 
3) Die Summe aller Maasse von m ist 
acti MT 
Sate Ora. e 
Die Anzahl aller Maasse dagegen 
n — (« +- 1) (8 + 1) (py +1)... | 
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4) Eine vollkommene Zahl ist dargestellt durch die Form 
(anti EA 1,2», 

Es sind 6, 28, 496, 8128,... vollkommene Zahlen. 

5) Ist für zwei Zahlen die Summe S (Nr. 3) gleich, so nennt 
man sie amicable Zahlen, z. B. 210 und 366. 

6) Seien a, b, c,... k, l Primzahlen, und N durch das Pro- 
duct a, b, c... k,l theilbar, so giebt es von 1 bis N, z Zahlen, 
die kleiner als N und zu N prim sind. Es ist 


= 32-X (a — 1)(b — 1)... (L— 1). (Euler'scher Satz.) 


2. Die Lehre von den Congruenzen. 


1) Sind zwei Zahlen a und b so beschaffen, dass a — b 
durch p theilbar ist, so nennt man a und b nach p congruent. 
Die Zahl p heisst der Modul, 
2) Man hat 
a—b=mp 
und schreibt 
a = b (mod p) 
3) Es ist immer 
a = a (mod p) 
4) Ist 
a = b (mod p), b == e (mod p), 
so ist auch 
= C (mod p) 
5) Ist 
a = b (modp) m = n (mod p), 
so wird 
a + m = (b + n) (mod p) 
am = bn (mod p). 
6) Sei p(x) wie in Nr. 1), so ist, wenn a relativ prim zu 
x ist 
av = 1 (modx) (Euler). 
Speciell, ist p eine Primzahl und a durch p nicht theilbar, 
so ist 
aP—1 = 1 (mod p) (Fermat). 
7) Sind a,b,c... y, h gegebene ganze Zahlen, m positiv, 
so heisst jeder Werth von z, der der Congruenz 


aa" + bam + cam ... gz + h = 0 (mod x) 
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genügt, eine Wurzel dieser Congruenz. Man hat alle Wur- 
zeln, wenn man die unter einander incongruenten Wurzeln kennt, 
Wir wollen diese letzteren die eigentlichen Wurzeln nennen. 
Eine Congruenz m ten Grades hat hóchstens m eigentliche Wurzeln. 
8) Ist a relativ prim zu x, so hat die Congruenz 
ax =b (mod z) 
nur eine eigentliche Wurzel. 
9) Damit die Congruenz 
ax = b (mod x) 
iiberhaupt Wurzeln besitze, ist erforderlich, dass b durch den 
gróssten gemeinschaftlichen Divisor ó der beiden Zahlen a und x 
theilbar sei; ist diese Bedingung erfiillt, so hat die Congruenz 
genau ô eigentliche Wurzeln. 
10) Die Auflósung der Congruenz 
ax = 1 (modb) 
ist identisch mit der Auflósung der unbestimmten Gleichung 
ax—by= 1. 
Diese wird mit Hülfe des Satzes Kettenbrüche Nr. 11 geleistet. 
11) Es ist p eine Primzahl, so gilt der Satz: 
(p — 1)! = — 1 (mod p). (Wilson's Satz). 
12) Ist ó ein Divisor von p — 1, so besitzt die Congruenz 
49 = 1 (mod p) 
stets d eigentliche Wurzeln. 


3. Theorie der quadratischen Reste. 
1) Sei D relativ prim zu x und 
a? = D (mod x). 
Ist diese Congruenz müglich, d. h. besitzt sie Wurzeln, so 
heisst D ein (quadratischer) Rest der Zahl x, sonst ein 


(quadratischer) Nichtrest. Sei p eine ungerade Primzahl, 
2) So ist 


gl a B 
D ein Rest, wenn D?’ z1(mody) Z 3 
2 / 
D ein Nichtrest, wenn D? —— 1 (mod p) Lë $ i 
(Pay mal Rest giebt Rest, AT S 
3) ¡Nichtrest mal Nichtrest giebt Rest, e < | 
Rest mal Nichtrest giebt Nichtrest. E < Es ł 


<<: 
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4) Legendre'sches Symbol 


(2) en E wenn D cin Rest von p, 
p — wenn J ein Nichtrest von p 
5) Ist p eine ungerade Primzahl und D durch p nicht theil- 
bar, so ist für die Móglichkeit der Congruenz 
x? = D (mod pz) (x positiv und ganz) 


erforderlich und hinreichend, dass 


ER 


Ist diese Bedingung erfüllt, so besitzt die vorgelegte Con- 
gruenz zwei eigentliche Wurzeln « und — «, die gefunden wer- 
den können, sobald man eine Wurzel der Congruenz 


22 = D (mod p) 


gefunden hat. 

6) Seien D und x relative Primzahlen und 

x? = D (mod x), 
ferner 6 die Anzahl der eigentlichen Wurzeln, so ist für diese 
Congruenz, für 
a) x ungerade 6 = M. 

Dabei ist u die Anzahl der von einander verschiedenen, in x 

aufgehenden Primzahlen, für welche zugleich 


D 
per 
b) Ist x das Doppelte einer ungeraden Zahl, so 
gilt a). 
€) Ist x das Vierfache einer ungeraden Zahl und 


dazu (2) = + 1, D = 1 (mod4) so ist 6 = At, 


d) Ist x — 0 (mod 8) und (2) =+ 1, D = 1 (mod 8), 
so ist 6 = 24+2, 
1) Die Congruenz 
Ax + By? + C == 0 (mod p) 
ist immer müglich, wenn p eine Primzahl ist. 
8) Die Zahl — 1 ist ein quadratischer Rest aller Primzahlen 


von der Form 4» + 1, dagegen ein Nichtrest jener von der 
Form 4n + 3. 
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9) Die Zahl 2 ist ein quadratischer Rest aller Primzahlen 
von der Form 8» + 1, 8» + 7, ein Nichtrest jener von der 
Form 8n + 3, 8n + 5. 

10) Sind p und q zwei positive ungerade Primzahlen, von 
denen mindestens eine die Form 4 + 1 hat, so ist q ein 
quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je nachdem p ein quadra- 
tischer Rest oder Nichtrest von q ist. 

Haben aber beide Primzahlen p und q die Form 4n + 3, 
so ist q ein quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je nachdem 
p quadratiseher Nichtrest oder Rest von q ist, d. h. es ist 

p—1 g-1 


p CEST A a 
e (5 = (— 1) (Reciprocitiits-Satz von Legendre). 


11) Sei P eine ungerade Zahl, die in ihre Primfactoren pj/.. 
zerlegt erscheint, sei ferner m irgend eine zu P relative Prim- 


zahl, so ist 
(SA 


(nicht umkehrbar). 
12) Ist m relativ prim gegen jede der beiden ungeraden 
Zahlen P und Q, so ist 


(7) (4) = m 
PINO) NPQI 


13) Sind 7, m, n, p... relativ prim zu P, wobei P ungerade 


ist, so folgt 
L 3 m. E d 


14) Ist m relativ prim zu der ungeraden Zahl P und 


m == m' (mod P), 


m m 
(>) - (>) 
15) Ist P eine ungerade Zahl, so ist 
9 Luc] 
(>) = (— 1) p? 


16) Sind die beiden positiven ungeraden Zahlen P und Q 
relative Primzahlen, so ist 


so ist 
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PADA 
(5) ($ = (— 1) e (Reciprocitáts-Satz von Jacobi). 
T 


Nüheres in: Dirichlet, Vorlesungen über Zahlentheorie. 
Braunschweig. 


&. 35. 
Auflósung der unbestimmten Gleichungen. 


1) Sei 
ar—by=c 
gegeben, man suche 
au — bó —-1 


mit Hülfe der Kettenbruchentwickelung. Sei sodann q eine be- 
liebige ganze Zahl, so ist 


Trz—ac--bq—0 
+y—Be+ aq=0. 
2) Sei 
a + bz + ey + da? + esy + fy? = 0. 
Man setze: 
€ — 4af=%w 2ce —Abf — B e —Adf = vy, 
so wird: 


2fy + ez 4- e — Va + Bz + par 
Sei nun 
a+ Bz + ya = v, 
A=4y PB?—4tay=B 


so ist, wenn 


gesetzt wird, 
2yz + B =VAv: + B. 


Av? + B = w, 
so ist die Aufgabe gelóst, sobald wir für v und w nur je einen 
dieser Gleichung genügenden Werth angeben kónnen. (Vergl. 
das Rationalmachen.) 
Diese Aufgabe behandelt $. 18 der Kettenbrüche. 
3) Um A+ Bx + Cy + Da? + Ezy = 0 aufzulösen, 
beachte man, dass 


Ey=—DEx—BE+CD 


Sei nun 


AE: — BCE+ G: D 
C+ Ex 


und suche die ganzzahligen Auflósungen von 
(AE: — BCE + e D)z — Ex— C=0. 
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Diese letztere Methode ist jedoch nicht immer brauchbar, 
sie ist aber sehr bequem, sobald D ein Vielfaches von J ist. 


8. 36. 


Das Rationalmachen. 
(Unbestimmte Analytik.) 


Seien p und q beliebige ganze und positive Zahlen. 


1 Va + bz, r= p: T £ 
WEE _ dq 
2) Vba+ ex, e 
SEH dl 
3) Nat oz HÄ — 2 
SE 2ypdq 
4) Vete, s= 2521 
y egq*— p 
5 gt plr? SEN ag 
) Va+ bz 222 z T PET 
6) Va hees 2= bq? — 2apq 
M cz 
eu Ver Lara 29 Un Iq 
1 Vue Whe K, e ip fpi 


9 We EU Eet, a= i asas 
9) Mem Late, © =aq— p, y=2ypq 

10) Vay? bsy ya, « =p*— ag, yq — 2ypq 

ATA ar An SH jm 

11) y E + 52) A za ZY š 

12) Um Va + bz + ea? rational zu machen, suche man w so, 
dass a + bw + ew? = f?, und setze sodann 

g=b+2cw c=h, 


so wird: 


Mehreres darüber: Euler, Einleitung in die Analysis des 
Unerdlichen, L Bd. Sowie in seiner Algebra mit Zusätzen, 3 Thle., 
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Berlin und Frankfurt 1796. Sowie das bei den „Figurirten Zahlen* 
citirte Werk, 


8. 37. 
Elimination. 


L Sylvester-Hesse. Um z aus 


az? - ba He =0 
ax? + Bz +y = 0 
zu eliminiren, bilde man: 
aa? -- ba? Lex zz a b c 0| 
az*-d-bz--c—0 0 a b 
avs + Ba? + ya == Ü He a ñ p O 
ei + Bz + y= 0 0 ef 4 


so ist 4 — 0 das Eliminationsresultat. 
IL Cayley. Sei z aus g (z) — 0 (0 (x) — 0 zu eliminiren, 
man bilde 
9 (x) 0(y) — p(y) 0 (z) 
; Er 


pı (2) + y gs (z) + ***=0 


da y beliebig ist, so muss g, (z) — 0 g,(z2) = 0... 
Die Elimination ist nun leichter auszuführen. 
Vergleiche: Serret, Handbuch der hóheren Algebra. 


$. 38. 
Interpolation. 


Sei v (z) = (z — a) (z — 8)... und von der Function f(x) 
die Werthe f(«) f (B)... gegeben, so ist nüherungsweise 


ze co AO) f (B) eh de 
dc Se T ck CETA +++ (Lagrange). 
US 18 


z(r—a) „ z(r—za)(2r—2z) 
L q a eg 


ELM 


x 
u +E Uy, + „I Un 
Ist y = 10 
Unię = Un + Pry dits — ps tus + pz, dus — +++ 
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E i Pa Ps Ps Ps ° 
1 0,1 0,045 0,0207 0,0161 
2 0,2 0,080 0,0336 0,0255 
3| os 0,105 0,402 | 0,0297 
4| 04 | 0,120 00416 | 0,0299 
5| 05 | 0,1% 0,0391 | 0,0273 
6 06 | 0,120 00336 | 00223 
7 07 0,105 5 | 0,0262 | 0,0173 
8 0,8 | 0,080 0,0320 0,0176 0,0113 
9 0,9 0,045 | 0,0166 | 0,0866 | 0,0537 


Zusatz zu $. 38. 


I. Es sind irgend eine Anzahl zu gegebenen Zeiten a,b, c,...n 
beobachteter Werthe tta, 29... 2, einer Grösse u gegeben; man 
soll die Werthe der successiven Differentialquotienten dieser 
Grösse für eine andere Zeit z berechnen: 

Man hat 

E 6 + a a m 
dus = b c n 


dz (a — b) Too > 


1 
d? u; „Pali ++ mn 
da? XT 2.(a — b)(a— c)... (a —n) 


ale 


Laplace's Methode zur Berechnung von Kometenbahnen 
beruht auf diesem Satze. 

II. Drei Beobachtungswerthe, tta, w, Me, einer Grüsse w in 
der Nühe ihres Maximums oder Minimums, sowie die zugehórigen 
Deobachtungszeilen a, b, e sind gegeben; man soll die Zeit z des 
Maximums oder Minimums selbst finden. 

Es ist à 
1 (b? — c?)u, + (c? — a?) m, + (a? — b?) w 
2 bG= du +(0— aw + (a—bju 


T 


Laska, mathem. Formelnsammlung. 5 
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§ 89: 
Algebra der litteralen Gleichungen. 
1) Man schreibt die canonische Form wie folgt: 
aa (Dra (ser tin 


= (abe...t) (xy) (Cayley). 
2) Sei gegeben 
f@ = a^ + aa + ba» --... +=0 


und es werde gesetzt 


z = y + 2, 
so dass 
Ja) =y + Aa + By3 |... T=0, 
so ist: "n 
ET E (s) fr) «ret SLR), 
ee eae (nup a 


3) Soll das rte Glied in der Transformirten — 0 sein, so 
bestimme man < aus der Gleichung 
ge ox 
(n—r--1l ^7 


3) Schafft man das zweite Glied aus 


(abed... p (egy 


ab, so wird: 
(Aal — ny 1 =. L 
MOULE 
Die Coefficienten 
V,=b—ac 


V, = 203 — 3abe + ard 
V, = 303 — 6ab?c + 4a?bd — ase 
werden der Reihe nach quadratische, cubische etc. Variante 
genannt. 
4) Die Coefficienten, die man bei der Fortschaflung des 
vorletzten Gliedes erhiilt, werden Retrovarianten genannt und 
mit doppeltem Index bezeichnet: 


V, —=b?— ac, quadratische Retrovariante der can. Form, 
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(abedy (e 1)8 de (abedą te 1) 


Va, = c? — db Vu == de ce 
Vas 25—3bcd-Hdza Vy = 2d Sede + eb 
Vi, = Bd —bed?c--4e2db — ea. 
5) Das Absolutglied der Summengleichung wird Gemi- 
nante, G,, und das Absolutglied der Differenzengleichung Dis- 
criminante, D,, genannt. 
Um die Geminante zu bilden, eliminire man z aus 


f(x) =0 und f(— z) = 0. 


Um für 


f= (abes: Nas 
die Diseriminante zu bilden, eliminire man z und y aus 


M eg BL ge 


Ox oy D 


6) Diesymmetrischen Functionen der Wurzeln. 
Sei 
n " 
Dz = S, DS) 21% = Sa ete, 
1 1 
so ist für 
f@) =a Fanart. -F2 
S,+a—0 
S, + a Sy PU 
S, + aS, +08, +3c=0 
Sm + 48m +--+ + mt = 0 
San A A aei. 


oder 

8 =— a 

Są = a? — 2b H 

Sy = — a+ Bab — 3c 

B, = a! — Aa?b + 4ac + 40? — 4d 

S, = — a5 + 5a*b + bab? — 5a?c + bad + 5be — Be 
Bis SSB 
Sus = Sl) = — ab + 3c 


5* 
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Suis = a?b — 2b? — ac + 4d? 
Bus = 0? — 2ac + 2d LI 
Sus = be — Ad. 


7) Von den Reducenten. 


Reducenten werden gewisse Funetionen der Coefficienten 


abc... der Hauptgleichung genannt, welche verschwinden, wenn 
sich die Gleichungen auf einfachere reduciren lassen. 


a) 
b) 


e) 


b) 


1. Die Reducenten der quadratischen Gleichungen. 


(ab o ey 
Ist 
die Geminante — b, — a — 0, so hat die Gleichung zwei 
Wurzeln mit ungleichem Vorzeichen. 
ist die Discriminante ac — b? = 0, so hat die Gleichung 
zwei gleiche Wurzeln. 


2. Die Reducenten der cubischen Gleichungen. 


Ist ac — b — 0 ad —be— 0 bd — c? = 0, so sind 
alle drei Wurzeln gleich. 

Ist die cubische Variante 21'—3abc -+ a d = V,— 0, 
so ist die eine Wurzel das arithmetische Mittel der beiden 
anderen. 

Ist die cubische Retrovariante 2c? — 3bed + ad? 
= Vj, = 0, so ist die eine Wurzel das harmonische Mittel 
der beiden anderen. 

Ist 13d — ac? = 0, so ist die eine Wurzel das geometrische 
Mittel der beiden anderen. 

Ist (ad — be)? — 4(ac — b) (bd — c?) = 0, d. h. die 
Discriminante — 0, so hat die Gleiehung mindestens 
zwei gleiche Wurzeln. 


3. Die Reducenten der biquadratischen Gleiehungen. 


Ist 263 — Babe + a?d — 0, so bilden die vier Wurzeln 
eine arithmetische Proportion. 

Ist die eubische Retrovariante 2d3— 3ede + e?b — 0, 
so bilden die vier Wurzeln eine harmonische Proportion. 
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c) Ist b2¢—ad? = 0, so bilden die Wurzeln eine geometrische 
Proportion. 

d) Ist 2%%e — 3ace+-2ad? = 0, so haben die vier Wurzeln 
je drei und ein gleiche Vorzeichen und ihre Quadrate bil- 
den eine geometrische Proportion. 

e) Ist die Geminante Ae — 6bcd + ad? — 0, so hat die 
Gleichung mindestens ein Paar gleicher Wurzeln mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen. 

f) Ist 1604 24abre + 8atbd we 0, so ist die eine 

Wurzel gleich der Summe der beiden anderen. 

Ist 364 — Gabe + 4ażbd ae 0, d. h. die bi- 

quadratische Variante — 0, so ist die eine Wurzel gleich 

dem arithmetischen Mittel der beiden anderen. 


ga 


8) Beurtheilung der Wurzeln nach den Discrimi- 
nanten. 


a) Cubische Gleichungen: (ab Nery 
D, = (be — ad)? — 4(b? — ac)(cr —b d). 


Ist 

D, > 0, so sind zwei Wurzeln complex, 

D, < 0, so sind alle Wurzeln reell, 

D, = 0, so sind zwei Wurzeln einander gleich und alle reell. 


b) Biquadratische Gleichungen: («bed o^ UM 
a 85D 8c d 0 0 

a 55 36 © 0 

D' e 3b Je å 

8d e 00 

ó Be Sd e Y 

0 6 8c 3d e 


oco e O O 
ee 
c 


Ist nun 
D, > 0, so sind entweder alle Wurzeln reell, oder alle Wur- 
zeln complex, 

D, < 0, so sind zwei reell und zwei complex, 

D, = 0, so sind zwei Wurzeln gleich. 

Literatur und Theorie vide Matthiessen, Grundzüge der 
antiken und modernen Algebra der litteralen Gleichungen. Leip- 
zig 1878. 
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&. 40. 
Die wichtigsten Sátze aus der Theorie der Gleichungen. 
Sei 
JG) = 2" + Git eee aqr+a=0 
so gelten folgende Sütze: 
1) Ist n = 2v + 1, so hat die Gleichung wenigstens eine 
reelle Wurzel, deren Vorzeichen das Entgegengesetzte des 
letzten Gliedes ist. 


2) Ist n = 2v und a, negativ, so sind wenigstens zwei reell 
ungleich bezeichnete Wurzeln vorhanden. 


Satz von Harriot-Descartes. 

3) Eine vollständige Gleichung hat höchstens so viele + Wur- 
zeln, als Zeichenwechsel, und hóchstens so viele negative, 
als Zeichen folgen. Fehlende Glieder sind durch + 0 zu 
ergünzen. 

4) Sind alle Wurzeln reell, so hat die Gleichung genau so vicl 
Zeichenwechsel, wie +, und Zeichenfolgen, wie — Wurzeln. 

5) Eine vollstiindige Gleichung mit lauter Zeichenwechseln kann 
keine — und eine solche mit lauter Zeichenfolgen keine 
-+ Wurzeln haben. 


Sütze von Du Gua. 


6) Wenn zwischen zwei Gliedern einer unvollständigen Gleichung 
2n Glieder fehlen, so hat dieselbe wenigstens 2 complexe 
Wurzeln. 

7) Fehlen 2» + 1 Glieder, so sind mindestens 2 + 2, oder 
2n complexe Wurzeln vorhanden, je nachdem die ein- 
schliessenden Glieder gleich oder ungleich bezeichnet sind. 


Satz von Budan-Fourier. 


8) Hat die Gleichung f(z + a) m Zeichenwechsel mehr als 
die Gleichung f(z + B), so hat f(x) = 0 zwischen den 
Grenzen e und fj hóchstens m reelle Wurzeln. 
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Satz von Sturm. 


9) Sei 


w = fz) = 0, 4, — (2) = 
Sei ferner: 
z = z, Q m 
2, = La Q — Z, 


Uma = Em1 Om — Tm 

2444 ... sind die — genommenen Reste und Q, Qs... 
die Quotienten, die sich bei der Aufsuchung des gróssten 
gemeinschaftlichen Maasses zwischen z und 2, ergeben. 

10) Setzt man in die Reihe 
S Uy soe Ln 

das eine Mal z — w, das andere Mal z = ñ, so liegen 
zwischen « und f genau so viele reelle Wurzeln, als die 
erste Reihe mehr Zeichenwechsel enthült als die zweite. 

NB. Aendert eine Gleichung z, für keinen Werth von z 
ihr Zeichen, so enthilt z, lauter complexe Wurzeln. Man 
kann sich sodann auf die Betrachtung der Functionen 
Za... X19, beschränken. 


Die äussersten Grenzen der reellen Wurzeln. 
1) Ist an-ı —, jeder folgende Coefficient +, so ist a, die 
obere Grenze der + Wurzeln. 
2) Sei a, der grósste — Coefficient, so ist (a, absolut genom- 
men) a, + 1 die obere Grenze der + Wurzeln. 
3) Um die untere Grenze der -|- Wurzeln zu finden, setze 


gees L und ermittele dieselbe für a’, 


Anhang. 


Eine Zahl a, die ganz ist, kann nur dann eine Wurzel der 
Gleichung f(x) = 0 sein, wenn f(+ 1) durch a + 1 theilbar ist. 

Eine Gleichung besitzt gleiche Wurzeln, wenn für f (z) = 0 
und /'(z) = 0 ein gemeinschaftlicher Theiler existirt. 

Die Beweise dieser Sütze suche in: 

Serret, Handbuch der hóheren Algebra, D. v. Wertheim. 
Leipzig 1868. 
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2) 


3) 
4) 


5) 


6) 


7) 
8) 


9) 


10) 


Gleichungen, 


$. 41. 


Cubische Gleichungen. 


ELE 
EEEE ei! > yo + by 


3y 
a+an+brte=0, z —y— 


sr zt Zi 27) 0 


A Al TI 
a3--az*--b—0, z y ne a D 


z3--azJ-b = 0 


e=\/-2+V2_#.V ET: 


2 


E 2p1/p 7 
Sei tgn B =v EI igne = V padł 
a+ pz + q = 0, z= — colg2a.9V £ 


w+ pz — q = 0 2=eoty2u.2 YY 


z3— pr-L-q-—0 4p < Tg) «= 2— 


z3 — pz —q-—0 4p < 274] 


© —pz--q-—0 4p 227g HA M 


2 


= Ds 
#, = 2V2 sina 


/ 
a, — 2l 2 sin (60 — a) 


ata Baz 
E. = 22 sin (60 + a) 
1 — pz — q= 0 dm ge 


www.rcin.org.pl 


e Gleichungen. 


de. 2l 
a= 2V2 sina 

= — = i — 
DM 2V2 sin (60 — «) 


y= Va sin (60 + a). 


8. 42. 
Biquadratische Gleichungen. 


Sei gegeben 
u: |- aa? -|- be + c=0, 
berechne z aus 
e+ 2az3 + (a? + 40023 — b* = 0. 
Sei ferner b positiv, so ist Vz, = t, 


209 = fi + 6 — És 
2z = € — 6 + 63 
2% = — 6 + 6 + 63 
294 = — fi — 6 — Ey. 


Ist dagegen b negativ, so wird: 
24, = 6 + 5 + 63 
22, E — 6 — 63 
2a, =— E + 6 — És 
2a, = — fi — 6 + És (Euler) 


8. 43. 
Gleichungen fünften Grades. 


Boras, I med x= m, 


a 


ATT = 
I E d b  V1— sint g' dos -jra dn a 
N 
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= A o BA, K--ik' p, Z SRA 
1 5” 2 5" 4 5 , 4 5 
E ; Kri 
o, E a e 
5 5 
us = x 
v; = wsinam(K — 40,) sinam {K — 8a} 
À = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
Sci 
(Um — Un) = (mn), 
so wird 


A — 
~ 2 fy vine 
2, = (12) (26) (45) 
= (22) (31) (56) 
23 = (32) (43) (61) 
z, = (42) (54) (13) 
z; = (52) (14) (34) (Hermite). 


8. 44. 
Näherungsmethoden zur Auflösung der Gleichungen. 


1) Seien a und x, zwei Niiherungswerthe einer Wurzel 
der Gleichung 
y = f (2) = 0, 


und zwar so, dass y, und y, entgegengesetzte Zeichen haben, 
so ist 
Y1 La — Ti Ya Ly — X3 ia y 
wy = = — z, — y Ly — 
k th — th uw" C yy? 
ein neuer Nüherungswerth. (Regula falsi.) 
2) Seien z, und z, zwei Nüherungswerthe einer reellen 


Wurzel von 

y —f() = 0, 
so dass y, und y, entgegengesetzte Zeichen und weder f' (x) = 0 
noch /” (z) = 0 zwischen z; und z, eine Wurzel haben, so sind 


fn) — J (z) 
und z, FG) 


zwei neue Näherungswerthe. (Methode von Newton.) 
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3) Sei 
9(r)— 0, p(a) = a, 
a eine ganze Zahl und 


a < z = a + 1, 
š 
EE 


setze 


dieses giebt 
1 
9 (a + z) = q (n) = 0. 
Sei nun 
a, = z, = a, + 1, 
a, eine ganze Zahl etc, so wird 
PRAE 1 
z=a- + A qu 
dą +-+++ (Methode von Lagrange). 
4) Sei f(y + zi) = 0, so ist y und z gegeben durch: 
fe) - Pao» = o] 
bur ka ¿20 
FAO) SE zę) 23 4 HZ M SE o) 


5! 
5) Seien 


Fy) =0 (ny) =0 
gegeben, und 


Vidi, Way Ya Ys 
drei Paare von Nüherungswerthen, und sei 
Ea = f (z, Yx), Š, = Q (z, y.) * = 1, 2, 3, 
di = zb — gó, di = ab — a d = 2163 — nti; 

so ist genauer 
_ Md + Tą 4, + mL 

4+ dy 45 
7 NA +44 + ys As 

4 + 4 + 4; 
6) Seien z, und y, die Nüherungswerthe zu 
A@y =0, Ary) — 0. 

Man bestimme & und y aus: 


fing) + BEM p 4 SA hm 7220 


Aka) + oh: Y) EL ham n=0, 
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so sind 
m+ § und y +7 
zwei neue Nüherungswerthe. 

Die Litteratur der Theorie der Gleichungen findet man in 
den ,Grundzügen der ant. und mod. Algebra* von L. Mat- 
thiessen, Leipzig 1878. Praktisch sehr zu empfehlen: 

Scheffler's Auflósung der algebr. und transcend. Gleichun- 
gen. Braunschweig 1859. 


&. 45. 
Die Determinanten. 
) dzy taba (nhe) - [125] 
a bh o 
S z 
04 4 la 
>. X 
zu = T = 
a b ar 
Sara Eo SCH 
da by 
Cd pti 
2) 4= ab, 6 --a by o) +43 b cz — as D, C1 — a, Dy e — d by Cy 
3) 4 = — (base) = (bea) = — (e, ha a,) 


mn, b, B, eu y 0 bi + 4 ga, bil © 7 C4 


4) 4 == tt; € Dy By c, y | = | da + ba i + G q b, + 1, ca 
21% dy + ds dy + 6 da, dz + Cz r, Cz 
» AER Za en = 


(e — a, ) (e — e)... (G, — e) 
(0%, — Hy)... (Uy — tg) 


Bra Ei ar |= 


(on — Un—1) 


EN 
dr) c 
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= 9n-29n-3,,. (n — 1) 


EI 
2 


Determinanten. 


7) Sei 
f(x) = (z — 21) (2 — ms)... (© — a) 


so wird: 


n(n—1) 
r.. ©) I (04 Gi. Ga) 1.2 1 1 
Foie): fe ee -; 


cą Br = Ë € + bibi ae + b By 
tty By nam + by By as a, + dy By 


Qir- Qin | bu Wel | | an ba I» ben | 
9 |: > E ; Kl 
= E || bM GEN. SES DZ OE 
p da Bias ss > An bnz SH AA > da Den 


Ses buses Mos bul | San das Gon ban | 

ert pp Ban jy+ za 
zzi-y tu a+ at e 
—_ |? 9} 

NE 


a, b 


oa by 


Ant +++ Ann 


tz 


Ki a 


Tı 21 Y 


11) [st 
a, -L by + ez = di 
dą T + by + e 2 = d, 
a; © | by + (32 = d, 
so wird: 
© (a, ha 63) = (d, ba 63), y (a, ba 6) = (ay d, e), 2 (b, e,) = (aba dy). 
12) Sei 
A= S ón Am = Den Ba =... by Lg, OS A 
wobei Am B,,...L die Unterdeterminanten sind, sei ferner 
4 = DHEA Bą...L 
so wird 4' die reciproke Determinante genannt. Gleichliegende 


Elemente, z. D. a, in 4 und A, in Z', werden adjungirte Ele- 
mente genannt. 


www.rcin.org.pl 


78 Determinanten. 


Es gelten nun folgende Sätze: 


13) 4! = ana 
14) dj d-* = (Db, O, Li Da) 

(a, bg) 4" = (G, Di... Ln) ete. 
15) Lä = (anm 
16) Ist in 


A= SEE yy gien, Ann 
dj, = dzi, 80 wird sie symmetrisch, ist dagegen 
dj, = — aw, SO wird sie symmetral genannt. 
Das Quadrat einer Determinante ist eine symmetrische Deter- 
minante. 
17) Für die Unterdeterminanten einer symmetrischen Deter- 
minante gilt der Satz: 


A = A 
18) Ist ferner 
Qu = — Gy und aj; = 0, 
so ist die Determinante ein Quadrat. 
19) Ist 
da = — aj, und aj; = 2, 
so wird 
=e grt Pg... 
dabei sind P,Q... Summen von Quadraten. 


Litteratur und Beweise suche in Balzer: Theorie und An- 
wendung der Determinanten. Leipzig. 
Jacobi, Crelles Journ. Bd. XXII. 


8. 46. 
Die linearen und orthogonalen Substitutionen. 


1) Die Substitution 
Le = ba yr + Deo ys + Den Na x — 1, 2,... m 
heisst eine lineare. 
2) M= S baba... bu, wird die Determinante (Modu- 


lus) der Substitution genannt. 
Ist M — + 1, so nennt man die Substitution unimodular, 
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3) Wird 
f, = Gei Y Ogg Ly Hete Gen Zn 
durch 


2, = by t + beaya dr den yn 
transformirt in 


fa = Ca W F Car Ya F Con fa 


so ist 


Et Cir G... Con = A + du das +++ Am p biba... Dun: 
4) Eine lineare Substitution wird orthogonal genannt, 


wenn 
W L W el + Sp Ep dn. 
5) Sei 
Ea = CHU + Co Yo F `° Gen Yn 
eine orthogonale Substitution, so wird: 
ch oe + che = 1 
Gu ix + Caj Cox |-*** Gei Cne = 0, 


Tm 611 Gs, m == EL 


Vergleiche auch: Functionaldeterminanten. 
Litteratur: Balzer, Theorie und Anwendung der Deter- 
minanten. III. Aufl, $. 14. 


ferner 


8. 47. 
Die homogenen Functionen und Formen. 


Sei f eine homogene Function der Variablen 
I Za +> = Ça 
von der Ordnung m, so wird: 
T) flat mt... ant) = et" f (£i zs... Tn) 


dn —1)...(n— q+ = (Siege jor ( Euler's Satz). 


Sei 
of af 


=t, ei =u : 
s > mz ” O ay Oty 


= Um 
so wird 
m 
E aL th tin e Um = 0. 


www.rcin.org.pl 


80 Formen. 


Die homogene Function a von m Dimensionen wird, wenn 
sie rational und ganz ist und ganze Coefficienten hat, eine Form 
mten Grades (quadratiseh, cubisch,...), von m willkürlichen 
Variablen (binär, ternür, . . .) genannt. 


Sei 
a = > in Dia 
ix 
eine quadratische Form, so wird 
R=— > E quis... dym 


die Determinante der Form u genannt. Sei b; der Coefficient 
von a, in R, so ist die Form 


u = — Mu Yi Ya 
der Form w adjungirt, d 
Die Determinante der adjungirten Form ist die (n — 1)te 
Potenz der Determinante der Form. 
Vergleiche: Balzer, Theorie und Anwendung der Deter- 
minanten, $. 13. 


$. 48. 
Die Functional-Determinanten. 
1) Seien y, y»... y, Functionen von a 3»... Em so wird 


4=N + Oy Om, 


Ox 02% 


È Yn 
0 La 


die Functional- oder Jacobi'sche Determinante genannt, und mit 


MY.. 
a Ola, Ta 


bezeichnet. 
2) Sind YY... nicht unabhängig, sondern durch 
P Qn ys su) = 0 
verbunden, so ist 2/ = 0 und umgekehrt. 
3) Sind die Gróssen y durch 
F, (% Ln M eeu) = 0 
Fy (%1 En re Yn) = 0 
gegeben, so ist: 
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2 : 
Sr: th Oy, On _ L 1) 


n OX, Qz, 


4) Seien Yi Y2»+-Yn Functionen von a 4,...*,, so sind auch 
«Tn Functionen von Y; y; ... Yn, die Functionen sollen in beiden 
Füllen von einander unabhüngig sein, sodann ist: 
zug a 


Oy, Yn Ox, Ox, 
> = 9%, 9 z, CH ES Cu € Yn ' 
5) Sei 


Vi 


so wird die Determinante 
= tis cn 


die Hesse'sche genannt. 
6) Ist H — 0, so ist immer 
My, F Mys + An fy = 0, 
WO (i405... A, constante Grössen sind, und 

7) die Function y kann durch eine lineare Substitution E 
eine homogene Function von (» — 1) Variablen reducirt werden 
und umgekehrt. 

8) Die Hesse’sche Determinante der transformirten Function 
unterscheidet sich von der der Originalfunction nur um einen 
mit dem Quadrat des Modulus der Transformation iibereinstim- 
menden Factor, d. h. 

fu = H (ye). M: 

9) Wenn die H einer homogenen ganzen Function von n 
Variablen identisch verschwindet und ausserdem der partielle 
Differentialquotient derselben nach einem ihrer Elemente, so 
verschwinden auch alle übrigen identisch und die Function kann 
durch eine lineare Substitution auf eine Function von (n — 2) 
Variablen reducirt werden. 

Litteratur: Balzer, Theorie der Determinanten. 

Salmon: Vorlesungen zur Einführung in die Algebra der 
linearen Transformationen. Deutsch von Fiedler. 

Clebsch: Theorie der binüren Formen u. m. andere. 


° 


Laska, mathem. Formelnsammlung. 
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&. 49. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


1) Sei p die Anzahl der günstigen, q die der ungiinstigen, 
n die der überhaupt móglichen, so dass p + q = n, und sei die 
absolute Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen des Ereig- 
nisses w, jene für das Nichteintreffen wy, so ist 


w = P, wv = 1, w + u, = 1. 

Man sagt: ein Ereigniss ist 

gewiss, wahrscheinlich, zweifelhaft, unwahrscheinlich, unmöglich, wenn 
w= 1, = Ey x«i =0. 

2) Sei die Anzahl aller Fülle », der dem Ereigniss À giin- 
stigen p, der dem Ereigniss B günstigen y und p + q < n, so 
ist, wenn alle übrigen Fälle unberücksichtigt bleiben, die Wahr- 
scheinlichkeit für das Eintrefien des Ereignisses 
da eme LP TR 
PESE Wa + wg 

ABP. WB 
pq wat ws 

3) Seien w, w,...w, die Wahrscheinlichkeiten mehrerer ein- 
zelnen Ereignisse, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle diese , 
zusammentreffen 


Bb... (Relative Wahrscheinlichkeit). 


W= wu, ww; ...w„(Zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit). 

4) Die Wahrscheinliehkeit, dass ein Ereigniss 4, dessen 
Wahrscheinlichkeit w ist, sich m mal wiederholt, ist: 

W = (wy. 

5) Seien wy ... Wn die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse 
AB... N, man fragt nach der Wahrscheinlichkeit, dass das 
erste, oder wenn dieses nicht, so doch das zweite etc. Ereigniss 
eintritt, diese ist gegeben durch: 

W=1—(1—w,)(1 — mw)... (1 — wa). 

6) Sei s eine zu gewinnende Summe, w die Wahrschein- 

liehkeit des Gewinnes, so ist 
sw 
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die mathematische Hoffnung oder Erwartung. Hüngt der Gewinn 
von mehreren Ereignissen ab, und seien 5, Sz... Sn die zu er- 
wartenden Summen, 1,4)... ws die Wahrscheinlichkeiten jeder 
dieser Summe, so ist 
SW = sw + SW +: + Sa y. 
7) Seien wy wą... Wa die Wahrscheinlichkeiten von ABD UN 
und 
wy + wy, ++: + Wn = 1, 
und man sucht die Wahrscheinlichkeit, dass in 
a + a +: F an = 
Versuchen das Ereigniss A a, mal, das Ereigniss D a; mal etc. 
eintritt, so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit gegeben durch: 
Ee a al 
ca Qi! Gal... dl 


Im Qe2)^s . . Qn. 


8) Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ercigniss A, dessen 
Wahrscheinlichkeit w ist, in œ Versuchen wenigstens y mal ein- 
tritt, ist: 

W= (wy [14 T 0 — w) 4 20T b 


(a — Uie — 2)... 7 TE 
BEE 2 di 


1 — w): + 


9) Alle bisher betrachteten Wahrscheinlichkeiten waren Wahr- 
scheinlichkeiten a priori, auch deductive Wahrscheinlichkeiten; 
die folgenden sind Wahrscheinlichkeiten a posteriori oder in- 
ductive Wahrscheinlichkeiten. Fundamentalsatz (Bayes, Phil. 
Trans. 1763). Die Wahrscheinlichkeiten zweier Hypothesen ver- 
halten sich so zu einander, wie die absoluten Wahrscheinlich- 
keiten der aus diesen Hypothesen resultirenden Ereignisse. 

10) Sei in » Versuchen pmal das Ereigniss A, qmal das 
Ereigniss B eingetreten etc., und seien P, P}... P, die Wahr- 
scheinlichkeiten a priori (gerechnet nach 7) der Hypothesen 
IH, Hy... Hy, so ist die Wahrscheinlichkeit für die Hypothese H, 


gegeben durch 
P, 


11) Sei n — p + q die Anzahl der Ereignisse, und es ist 
pmal das Ereigniss A, gq mal das Ereigniss B eingetreten, sei W 
die Wahrscheinlichkeit, dass in ferneren »' = p' + q' Versuchen 
6* 


H, = 
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A p'mal und B qg'mal eintritt. Seien ferner M, H,... H, die 
Hypothesen, +0, ... w, die absoluten Wahrscheinlichkeiten für das 
Eintreffen, oy... v, für das Nichteintreffen von A; also für das 
Eintreffen von B, so ist 


l. be > Hig oy. 


12) Die Wahrscheinlichkeit einer Hypothese H, kraft wel- 
cher die absolute Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4, welches 
p mal beobachtet wurde, z ist, ist gegeben durch 


PUL — ada 
H= E p + q = n. 


[ra — ada 


0 
Die Wahrscheinlichkeit, dass z innerhalb der Grenzen «und ß 


liegt, ist 
fea — ando 
H = 
f^" —apda 


0 

13) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit P der Hypothese, 
dass, nachdem in n = p + q Ereignissen A p mal, B q mal ein- 
getreten, in »' = H + q' Ereignissen A p' mal, B q mal eintritt? 

e Net (p + 1)... (p + mu + 1)... (q +4) 
» J0FIFD CTET tery 
oder für sehr grosse pqp'q' 
ptr avi E 
P= Lë nut) MESA H : a 
) p+3) (ai EE 
1 iG >, REN ER, 42/4045) 

14) Das Ereigniss A ist p mal eingetreten, das Ereigniss B 
qmal in n = p + q Versuchen, die Wahrscheinlichkeit, dass im 
(n + 1)ten Versuche A eintritt, ist: 

prj e 
EE 

15) In n Versuchen ist A eingetreten, die Wahrscheinlich- 

keit, dass 4 im (n + 1)ten Versuche eintritt, ist 
LE 1 
CR 
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16) Sei A » mal eingetreten, so ist die Wahrscheinlichkeit, 

dass 4 eher als B eintritt, gleich 

i 1 


TT 


1 = 


Methode der kleinsten Quadrate und die Fehlerrechnung 
vide 6. Lieferung. Wegen der Ableitungen etc. vide Meyer: 
Vorlesungen über Wahrscheinlichkeitsrechnung. Deutsch von 
E. Czuber. Leipzig 1879. Hagen: Grundzüge der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Berlin 1882. 


&. 50. 
Differenzen-Rechnung. 


A. Symbole. 
1) Ue = p(z) 
2) Hu, = p(x + dx) — p(r) 
3) “mau, = ntn u= (da = 1 für gewöhnlich) 
4) [nm] = s(x — 1)... (1 — m + 1) 
5) Dw. = g(z + Az) 
6) D=1+44. Symbolisch für Du, —u,+ Au, 


a. 1 du, 
T) D= et n n Du la "U: +: e 
1 deu, 
+73 2 de? use 
8 D'=( + AK 


a 
9) dJ=e®_1 
10) as = (z + ny" — ne + n — 1)” 
TE E EE 
11) Pe — 42% fir z = 0 
12) non = n! 


13) dom — w—n (n— HD (n— 9" 
_ n(n — 1)(n — 2) (n 


1 
1.2.3 PE a 
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——————————— 


ala) B 4t 45 E Nu 48 49 410 
011) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
O71) 2 0 0 0 0 0 0 | 0 0 
0811/56 6 0 0 0 0 0 | 0 0 
Of} 1) 14) 36 24 0 0 0 0 0 0 
05 | 1 | 30 | 150 | 240 120 0 0 0 © 0 
06 | 1 | 62 | 540 | 1560 | 1800 720 0 0 0 0 
07 | 1 |126 | 1806 | 8400 | 16800 | 15120 5040 0 0 0 
08 | 1 | 254 | 5796 | 40824 | 126000 | 191520 | 141120 | 40320 0 0 
0% | 1 | 510 18150 186180 834120 | 1905120 | 2325480 | 1451520 | 362880 0 
019 | 1 [102255980 818520 5103000/16435440 2963520030240000 16329600 3628800 


B. Formeln. 


14) 4[x,m] = m[r.m — 1] 
I m 
[zm] m=] 


16) Alogu, = log = ma 
17) Aram = (om — iy oue 


18) Arsin(ac + b) = (2 sin 5) si ila zc Ua USE rb 


19) "cos (az + b) = (25m 3) cos (uz + b + e x x 


E Se 
cosax coss + la 
21) 4cotyax = AAA aes 
sinax sine + la 


u vs Fu, — UL A Y 
22) Ve Ge Ms z A v. 
Va Vz Dei 


23) Ant, = wu, A Us + u, A u, 
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24) Sei w eine Function der Veründerlichen zy2..., deren 


Differenzen 42, dia Az... constant sind, so wird 


du = la ate 7a 4 x) (1 += TOR — y u (symbolisch). 


25) 


26) 


28) 


29) 


5) 


6) 


vin + 1 
A as = Uzin — Maa + ‘ut Unser 
2 Om 
a = die + Tę [2] + SY [8] 4 


a | 0124 ty Sr 3 m 


2 
= euam + atm 


1 d nd uz n(n — 1) Pu. 
Uzin Un Wg Wei Mas Maya Wrta 
1 $ (n — m) I u, (n — m) (n — m — 1) 
He Ln Mam H La Ua mai Ma tom Uem Usimpe 
8. 51. 
Summen-Rechnung. 
Ie, m +1] 
2, m Const, 
>! = ml Se 
s ; 
[a + z + mm m [a + z+ mm — 1] 
1 1 
> 6= 
Me Ya+ı e e Um OM YES 
Ms Usti to 
> Na Ner: Henn = — AE 0, 


(m + 1)a 


wenn u, = az + b. 


wew UPON s. 


D la = 0H w 2 — Au 2 T + du, En pee 
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88 Summen - Rechnung. 
= » z (z + 1) 
7) b =(— yła FEED 


(2n + y Sea = S ee 
H 


Euler, Nov. Acta Petropol. Tom. II. 


e al — 
8) E 4) E G+) o 


1+ 4) — (— 170 + 
9) SCE ym =! + Se HAIE gu 


1 du, 1 du, 


z 
1 
10) vu e f ds — 2“ 1 15 da 7010 
U 


1 du, 
+ 89940 das ` 


Nüheres in: Schlómilch, Theorie der Differenz- und Sum- 
menrechnung, Halle 1848. Boole, Grundlehren der endl. Diffe- 

l renz- und Summenrechnung, 1867. Herschel, Sammlung von 
Aufgaben aus der endl Summen- und Differenzenrechnung, 1859. 
Die beiden letzteren deutsch von Sehnusse, Braunschweig. 
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Summen- und Differenzen-Rechnung. 


Zusütze zum &. 50 und 51. 
Anwendung dieser Formeln zur Summation von Reihen. 
Um 
1:-- 2: + 32-4... a? 
zu summiren, muss man (z +- 1)? integriren. Nun ist 
XG + 1): = XG + 2: 1) 
—NWa-4-2 N 7492 
Nach der Formel 26) ist aber 
a= z + z(z — 1), 
wir haben also 


S3 G + r= 2>1zG — 1) + 3 Se 4a 
Nun ist nach 1) $. 51 


CJE xj a; E SSES 2) 
>=. 


Wir haben also 


zi — 1) , z(r — l)(r — 2) 
>G + 1) = z + + 5 + Const. 
Für x =1 wird = 1, also 1 = 1 + Const., woraus Const. 


— 0 folgt. 
| Theorem: Sei u, = a ++ hz, so wird die Function 
(p + qz + ra*)s* 
Ux... Urtm-ı 


integrabel, wenn 


p—a(7)+" G) = fat cp) RL, 
und ihr Integral ist 


DEL DOS Lis, 
> Mus Me 
(0 wobei E 
| $—m r 
u deut; IW» 
D uw 
ER 4 MAL s 


P 


90 Summen- und Differenzen-Rechnung. 


Lóst man die Bedingungsgleichung in Bezug auf s auf, so 
erhült man zwei Werthe von s, die diese Function integrabel 
machen. 

So ist beispielsweise 

2c 4 2 1 4 1 1 H 
IE Sti BUE. ch aay 

Diese Reihe hat x Glieder. 

Manchmal kann man ohne Anwendung der Formeln sich 
leicht eine integrable Form verschaffen. 

Sei z. D. die summirende Reihe: 

1 1 1 1 
foam T z@ +2) 


Man hat 


1 
Dan = I Fera) 
hier kann man Formel 28), §. 50, anwenden. Man kann aber 
auch einfacher wie folgt verfahren : 


m 
Zn 22 -F DG + 3)G +) 
1 1 
= St ERIC 3643 T FIEF 


woraus nach Bestimmung der Constanten 


= 323 +57 
Det = 4G+ 1)(z + 2) 
folgt. 
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8. 52. 
Zins-, Zinseszins- und Renten-Rechnung. 

Sei A das Anfangscapital, E das Endcapital, p die Procente, 

q = 1 -- i der Zinsfuss, + R die Rente, » die Anzahl der 


Jahre, Z die Zinsen nach n Jahren. 


NB. Werden Zinsen und Rente in je 1 tel Jahren ver- 


rechnet, so ist in nachstehenden Formeln L statt p und mn 
statt » zu setzen. 


1) Zinsrechnung. 


1002 . 1002 _  100Z . 


eee = 
car dereen P= ae ux 


2) Einfache Zinseszinsrechnung. 


z _E logE—lgA wf 
E-AgN A= M logq » 4 VE 


Ein Capital verm facht sich, wenn 


» „__ ogm hm 
m=q, n= ep 1=Vm 


3) Zusammengesetzte Zinseszinsrechnung. 


¿arias 


ga = EF ME @ 1) 


n — Jain E + 100 R) — log (p A + 100 R) 
De log q 


g-i pa 
Ag+ RTI E=0. 


. 
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Zins- und Renten- Rechnung. 
4) Rentenrechnung [z =0 R> A 155 I 
100 R 
Ag = C GEM) 
P log 100 R — log (100 R — pA) 


log q 
mt 
Ag — RT =n. 


Siehe Spitzer: Anleitung zur Berechnung der Leibrenten. 
Wien 1881. Morgenbesser: - Mathematische Grundlagen des 
ges. Versicherungswesens. Berlin 1882. 


ANHANG 


EINIGE NUMERISCHE TAFELN. 
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Tafeln. 


I. Tafel für die Zahl e. 
e = 271828 18284 59045 23536 02874 71353... 


1\" | n 

s e GT o š 
1 2,71828 086788 | 271898 0,36788 
2 7,38906 0,13534 © | 548656 0,73576 
3 20,08554 | — 815485 1,10364 
4 54,59815 | 1087313 1,47152 
5 148,41316 | | 1859141 | 183940 
6 408,42879 | 000248 | 16,30969 2,20728 
7 1096,63316 0,00091 19,02797 | 257516 
8 2980,95799 000034 | 2174625 | 294904 
9 8103,08393 000012 — | 2446454 | 531091 

n | en | n | en 

| | 

001 | 101005 au | 110517 

0,02 1,02020 02 | 19210 

0,03 1,03045 0,3 | 1,54986 

0,04 1,04081 0,4 1,49183 

005 | 105197 0,5 | 1,64872 

0,06 1,06184 06 | 152212 

0,07 1,07251 07 | 201975 

0,08 | 1,08329 08 | 299554 

000 | 109417 0,9 2,45960 


Man beachte beim Gebrauche dieser Tafel die Identitäten 
Y. 8 boe 
e 716 * 1066 — eu, di. e100. 
da 
etó=oli+ O+ Gr... 
lognate =1 T 
log vulg e = 0434294482 . . . 
Sei 
ee = z, so ist 
log nat z = © 
log vulg z = a . løg vulg e = «.0,434294481903251827651128919 . . . 
Es ist ferner 
lognat 1=0 


log nat 10 = 2,3025851... 
Ve = 144007... 
H V y 
Es ist Ye > Ve, wobei z eine beliebige Zahl bedeuten kann. 
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Tafeln. 95 


IL Numerische Werthe für m. 
a = 3,1159 26535 89793 23846 26438 83279 50288... 


————— 


Arg. Valor. Log. culg. | Log. nat. 
3,1415926536 0,497149873 | 1.144730 
6,983185 0,798180 | 1837877 
1,570796 0,196120 0,451588 


0,785398 
1,047198 
2,094395 
4,188790 

0,3183098862 


0,159155 


9,8696044011 
31,0062766803 


0,1013211836 
1,7724538509 
0,5641895835 
14645918876 | 
0,6827840633 | 
1,1447298858 


Nüherungsbrüche für 1: 
l 


7 106 TM 33102 


0,895090 — 1 
0,020029 
0,321059 
0,622089 
0,502850 — 1 


0,201820 — 1 


0,994300 
1,491450 


0,005700 — 1 
0,248575 
0,751425 — 1 
0,165717 
0,534983 — 1 
0,058708 


33215 66317 


0,758426 — 1 
0,046118 
0,739265 
1,432412 
0,855270 — 2 


| 0,162123 — 2 


2,289460 
| 8,434190 


0,710540 — 3 
0,572365 
0,427635 — 1 
0,381577 

| 0618423 —1 
0,135169 


99532 


3° 22° 333° 355° 103993" 104348" 208341" 312689 
Einige a-Reihen: 
ici iori; e ai 
a Ya 1+3 5 +++ 
Bitte i % tato 
a 
Rn! m EN ata- a- gtpt 
3 
avatar on ate toe, mes i 
iT 1+(3) + Gn) + Gus aer | 
E 
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10 
15| 20) 15| 6 1 | | 
a) 8 85] ai 7| 1 | | 
28 | 5 70| 56 28 8 1 | 
86 | 84| 126| 126] au 36 9 1 | 
10 | -45 | 120) 210| 252 210| 120; 45 10 d 
E u | 55| 165| 880] 462] 462| 380| e 65 11 1 
12 | 66 | 220 495| 792 924| 792| 495 220 66 12 1 
18 | 78 | 286) 715| 1287 1716| 1716) 1287 715 386 78 13 
14 | 91 | 3641001 | 2002 3008 | 3432| 3003) 2002) 1001) 364| 91 
15 | 105 | 455|1865| 3003 5005| 6435 6435| 5005| 3003, 1365, 455 
16 | 120 | 560 1820 4368 8008 11440 | 19870 11440 8008| 4368 1820 
17 | 136 | 680 2380 618812376 19448 | 24310 24310 19448 12370| 6188 
18 | 153 | 816 3060 | 8568 18564 | 31824 | 43758| 48620| 43758| 31824) 18564 
19 | 171 | 969 3876 1162827132 50388 75582 92378, 92378) 75582) 50388 
20 | 190 | 1140 4845 1550438760 77520 125970 167960 184756 167960 125970 


Man beachte die Definition: 


Q= e bs + 1) 
z 1.2.8...x 


ep Sp cep E HLR 


_ @=GF)-GF)) 
C:2)-0*6 DOE) (062270. 


Es ist 


IV. 


Tafeln. 


Logarithmen einiger Facultäten, 


Log (0!) = log Van + zloge + X loga — «+ 


Ban-ı 1 


B 1 


LE a 


n Boni 1 


( 


1j 


(2n—1)2n a1 


jie 


I" En an xi 


DES — 1. 


ee uc b ob m 


T 


log (a!) 


U 
0,3010300 
0,7781513 
1,8802112 
2,0791812 
2,8573325 
3,7024305 
4,6055205 
5,5597630 
6,5597630 
7,6011557 
5,6803570 
9,7942803 

10,9404084 
12,1164996 
13,3206196 
| 14,5510685 
15,8063410 
17,0850946 
18,3861246 
19,7083439 
21,0507666 
224124044 
23,7927057 
25,1906457 


Stes satE 


log (e!) 


26,6056190 
28,0369828 
29,4841408 
30,9465388 
32,4236601 
38,9150218 
35,4201717 
36,9386857 
38,4701646 
40,0142326 
41,5705351 
43,1387369 
44,7185205 
46,3095851 
47,9116451 
49,5244289 
51,1476782 
52,7811467 
54,4245993 
56,0775119 
57,7405697 
59,4126676 
61,0939088 
62,7841049 
64,1880749 


08 


Tafeln. 


V. Tafel der ganzzahligen Auflösungen von 12=ay2+1. 


8 y T y © 
| 

2 2 3 53 9100 66251 

8 1 2 54 66 | 485 

5 4 | 9 55 12 89 

6 2 5 56 2 15 

7 3 8 57 20 | 151 

8 1 | 3 58 2564 | 19603 

10 | 6 | 19 59 69 | 530 

11 3 | 10 60 4 E 

12 2 | 7 61 226153980 

13 | 180 649 62 8 | 

14 | 4 15 63 1 | 

15 | 1 4 65 16 | 

17 | 8 33 66 8 | 

18 | 4 17 67 5967 

19 | 39 170 68 4 | 

20 2 | 9 69 936 

21 | 12 55 70 30 

22 | 42 197 71 413 

23 5 | 24 72 2 

24 | 1 5 78 267000 

96 | 10 | 51 74 430 

27 | 5 | 26 75 3 

28 | 24 | 127 76 6630 

29 | 1890 9801 77 40 

30 2 11 78 6 

81 273 | 1520 79 9 

32 3 17 80 1 

33 4 | 23 82 18 

84 6 | 35 83 9 

35 1 | 6 84 6 

37 12 | 73 85 30996 

38 6 | 97 86 1122 10405 

39 4 | 25 87 3 28 

40 3 19 88 21 197 

4l | 320 2049 89 53000 500001 

42 | 2 | 13 90 2 19 

43 531 | 3482 91 165 | 1574 

44 | 30 | 199 92 120 1151 

45 | 24 161 93 1260 12151 

46 3588 24335 94 221064 2143995 

47 L 48 95 4 39 

48 | 1 Z 96 5 | 49 

50 14 99 97 6377352 | 62809633 

51 7 50 98 10 99 

52 | 90 649 99 1 10 
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VL 


Tafeln. 


99 


Tafel einiger ófters angewandten Reihen- 
coefficienten. 


Coefficient 


Log. vulg. 


Coefficient 


Log. vulg. 


1 R 1 1 omm 
i 06989700—1| + — 02218487 — 1 
Si 0,0969100—1| 3 Xx: 0,8750613 — 2 
8 7 30 3.4.5 S g 
A |07958800—2| 2 0,6497520 — 2 
16 be 112 .6. d 
= 35 „8.5.7 
0,5917600 — 2 i5 5 0,4826156 — 2 
04368581 —2| D š 0,3497078 — 2 
Va 2816 2.4.. zn 
231 1.3. 
9 930 yá 2 
| = 0,2393687 — 2 
e L 1.3 E 
0,2071840—2| sen = nz, 0450361 — 
3 6495 _ 1.3...13.15 
7007. 2 = =2 
j| 100074 Fl T = DE 
13.15 12155 — 1.8...15.17 
y e "UE 
eise] BABE ae als 
06989700—1|] 1 E 0,2218487 — 1 
6 2.8 
05740313—1| 1 1 0,3979400 — 
30 37. 
04948500—1| —L 1. 0,9507820 — 3 
113 3.4. 
mA: 5 i cM 
04368581 — 1 06375175 — 3 
1152 2.4. 
-9  |03911006—1] 7 1. 0,3954654 — 3 
.10 E 2816 EP 
: ++ 9.11 | 0 s558120—1| 2 E 0,979760 — 3 
1021 10.12 13312 —2.4...12.13 
499 .. 11.18 = 33 1.3... 9.11 = 
429 0,3211273 — 1 +++ 9-11) 90810957 — 3 
3018 EST ed 80720 = 8.4...14.18| 50910997 
6435 ..18.15 429 1.8..:11:18 
6435 — 0,2930986 — 1 1.8...1.18 weesen A 
39768 14.16 | 99 B57056 — 2.4...16.17| * 
19155 ..15.17 = qI LB EI 
= 0,2682750 — 1 0,7590725 — 4 
15536 Bl” > 1245184 — 2.4...18.19| ° 3 
7* 
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Wir bezeichnen mit 


100 "Tafeln. 
VIL Tafel der Bernoulli'schen Zahlen. 
— T-—Sar—. ñ s 
Zahl | Log. vulg. | Zahl Log. vuly. 
| 
| 1 ET 174611 2,7235577 
B, T | 0,2218487 — 1 | Bzy = ? 
1 rito ER 854513 3,7918360 
Bs | 30 0,5228787 — 2 | Ba, EM 
| 1 E 236364091 4,9374189 
B; 2 0,3767507 — 2 | Bas | 3750 ` x 
| 5 6,1539725 
B, | y 05228787 — 2 | By, 8553103 6,1539725 
3 | 30 e 6 
5 x, 23749461029 7,4361345 
= 8794261 — er LL — 
B. | 5 0,8794261 — 2 | Ba; | BIS 
691 Sat 8615841276005 8,7792940 
By 579) 0,4033154 — 1 | Bay EDIT 
70€ 7 10,179446 
Da 0,0669468 Ba 7709321041217 0,1794460 
510 
3617 SE ] 2577687858367 11,6330791 
Bis "BIO 0,8507783 Das —— ee || : 
43867 | 26315271553053477373  13,1370899 
2 740135 DOZ 
ns EE 1,7401350 By, "E 
VIII. Tafel der Potenzsummen. 


P, die Summe der Reihe 1 + = 
$ 1 1 1 
Qn » i z 3) Gal Gs Um T pw T 
A 1 1 1 
Wa. ne Ita 
n Pr | Qn | En 
! 
| 
1 1,2337006 | 0,4112335 w 
2 1,0146780 | 0,067645 1,6449341 
3 1,0014471 | 0,015860 1,2020569 
4 1,0001552 | 0,0039222 1,0823232 
5 1,0000170 0,0009775 1,0369278 
6 1,0000019 | 0,0002442 1,0173431 
7 1,0000002 | 0,0000610 1,0083493 
8 1,0000000 0,0000153 1,0040774 
9 1,0000000 0,0000035 | 1,0020084 
10 | 1,0000000 0,0000010 | 1,0009946 
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IX. 


Tafeln. 


Potenzen und Wurzeln. 


101 


1369 
1444 
1521 
1600 
1681 
1764 
1849 
1936 
2025 
2116 
2209 
2301 
2401 
2500 


Y 


4095 


13 
2 


8000 


9261 
1 2167 


59319 
64000 


68921 


110592 
117649 
| 125000 


10648. 


| 54772 


1,0000 | 1,0000 
1,4142 | 1,2599 
1,7321 | 1,4422 
2,0000 1,5874 
2, | 1,7100 
1,8171 
1,9129 
| 2,0000 
2,0801 
2,1544 


3,3166 | 2,2240 
3,4641 
3,6056 
3,7417 
8730 | 2 
4.0000 2,5198 
4,1231 | 2,5713 
2,6207 
4,3589 | 2,6684 
4,4721 | 2,7144 
4,5826 | 2,7589 
4,6904 | 2,8021 
4,7958 | 2,8439 
4,8090 | 2,8845 
5,0000 | 2,9240 
5,0990 | 2,9625 
3,0000 
3,0366 
3,0723 
3,1072 
5,5678 | 3,1414 
5,6569 | 3,1748 
5,7446 | 3,2075 
5,8310 3,2396 
5,9161 
6,0000 
6,0828 
6,1644 
6,2450 33912 
6,3246 | 3,1200 
6,4031 | 3,4482 
6,4807 | 3,4760 
6,5574 | 3,5034 
6,6332 | 3,5303 
6,7082 | 3,5569 
6,7823 | 3,5830 
devel 3,0088 
6,9282 | 3,6342 
7,0000 3,0593 


1 
SE 


70711 | 3,6840 [100 


99 


P e 


9844 


132651 
140608 
148877 
157464 


226981 


238328 | 


250047 
262144 
274625 
257496 
300763 
514452 
528509 
343000 


5776 
5929 
6084 
6241 
6400 
6561 
67: 24 


7921 
8100 


8281 
8164 
8649 
8836 
9025 
9216 
9409 
9604 
9801 
10000 


359017 
405224 
421875 
438976 


493039 
512000 


531441 
551368 
571757 
592704 
614125 


3 
681472 
704969 
729000 


65 


753571 
773688 
804357 
830584 
857375 
884736 
912673 
941192 
970299 


7,414 
7211 
73801 
7,3485 
7,4162 


7,4883 | 
7,5498 | 


7,6158 
7,6811 
7,7460 
7,8102 
7,8740 
7,9373 
8,0000 
8,0623 
8,1240 
8,1854 
8,2402 


8,3006 | 


8,3666 
8,4261 
8,4853 
8,5440 
8,6023 
8,6603 
8,7178 
8,7750 
8,8318 
8,8882 
8,9443 


9,0000 
9,0554 
9,1104 
9,167 


9,4340 
9,4868 
9,5304 
9,5917 
9,6437 
9,6954 
9,7468 
9,7980 
9,5189 
9,8995 
9,9499 


1000000 | 10,0000 
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3,7798 
3,8080 
3,8259 
3,8485 
3,8709 
,8930. 
3,9149 
3,9365 
3.9579 
3,9791 
4,0000 
4,0207 
4,0412 
4,0615 
4,0817 
4,1016 
4,1213 
4,1408 

2 


PR 


4 


NAS 


4,2 7 
4,2908 
4,3089 


4,3267 
4,3445 
4,3621 
4,3795 
4,3968 
4,4140 
4,4310 
4,4480 
4,4647 
4,4814 


4,4979 
4,5144 
4,5807 
4,5468 
4,5629 
4,5789 
4,5947 
4,6104 
4,6261 
4,6416 


102 


Tafeln. 


X. Tafel der gewóhnlichen Logarithmen. 


n 


00000 
04139 
07918 
11394 
14613 


17609 
20412 
23045 
25527 
27875 


30103 
32222 
34242 
36173 


38021 
39794 
41497 
43136 
41716 
46240 
47712 
49136 
50515 
51851 
53148 
54407 
55630 
56820 
57978 
59106 


60206 
61273 
62325 
63347 
61315 
65321 
66276 
67210 
68124 
69020 
69897 
70757 
71600 
72428 
73239 


00432 
04532 
08279 
11727 
14922 


17898 
20683 
23300 
25768 
28103 
30320 
32428 
34459 
36361 
38202 
39967 
41664 
43297 
44571 
46389 
47857 
49276 
50651 
51983 
53275 
54531 
55751 
56937 
58092 
59218 
60314 
61384 
62428 
63448 
64444 


65418 
66370 
67302 
68215 
69108 
69984 
70842 
71684 
72509 
73320 


1 


00860 
04922 
08636 
12057 
15229 
18184 
20952 


23553 | 2 


26007 
28330 
80535 
32634 
34635 
36549 
38382 


40140 
41830 
43457 
45025 
46538 
48001 
49415 
50786 
52114 
53103 
54654 
55871 
57054 
58206 
59329 
60123 
61490 
62531 


01284 
05308 
08991 
12385 
15534 
18169 
21219 


53529 
54777 


55991 
57171 


58320 | 5 


59439 


60531 
61595 


01703 
05690 
09342 
12710 
15836 


18752 
21484 
21055 
26482 
28780 
30963 
33041 
35025 
36922 
38739 
40483 
42160 
43715 
45332 
4683; 


48237 
49693 
51055 


60638 
61700 


738 | 64836 


| 73640 


ES 


02119 
06070 
09691 
13033 
16137 


19033 
21748 
24304 
26717 
29003 
31175 
33244 
35218 
37107 
38917 
40654 
42325 
43933 
45484 
46982 


55023 | 
56229 | 
57403 
58546 


59660 | 597 


60746 
61805 
62859 
63549 


65801 
66745 
67669 
68574 
69461 
70329 
71181 
72016 
72835 


02531 
06446 | E 
10037 
13354 
16435 


19312 
22011 
24551 
26951 
29226 
31387 
33445 
35411 
37291 
39094 


40824 
42488 
44091 
45637 
17199 
48572 
49969 
51322 
52634 
53908 


55145 


65896 | 
66839 
67761 
68064 
69548 
70415 
71265 
72099 


72916 
73719 | 


03342 
07188 
103: 80 10721 
13672 | 13988 
16732 | 17026 


27416 
29447 | 29667 


31597 | 31806 


39445 
40993 | 41162 
42651 | 42813 
44248 | 44404 
45788 | 45939 
47276 | 4 

48714 
50106 
51455 
52763 
54033 
55267 
56167 
57634 | 57749 
58771 | 58885 
59879 | 59988 
60959 | 61066 
62014 62118 
5 63144 
61147 


| 65031 | 65128 


65992 | 66087 
66932 | 67025 
67852 | 67943 
68753 | 68842 
69636 | 69723 
70501 | 70586 
71349 | 71433 
72181 | 72263 
72997 | 73078 
73799 | 73878 
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17319 


20140 
789 


32015 
34044 


41560 
46090 
47567 


66181 
67117 
63034 
68931 
69810 


70672 
71517 
72346 
75159 
73957 


Tafeln. 
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Ki 


74036 
74819 
75587 
| 76343 
77085 


80618 
81291 
81954 
82607 

3251 
83885 
84510 
85126 
85733 
86332 
86923 
87506 
88081 
88649 
89209 
89763 
90309 
90849 
91381 
91908 
92428 
92942 
93450 
93952 
91448 
94939 


95424 
95904 
96379 
96848 
97313 


97772 
98227 
98677 
99123 
99564 


| 74115 
| 74896 
| 75664 


76418 
77159 
77887 


| 78604 
39 | 
34 


79309 
80003 
80686 


| 81358 


82020 
82672 
83315 
83948 
84572 
85187 
85794 
86392 
86982 


87564 
88138 
88705 
89265 
89818 


90363 


90902 | 


91454 
91960 
92480 
92993 
93500 


74194 | 74273 | 74351 | 74429 
74974 | 75051 | 751: 5 
75740 | 75815 
76492 | 76567 | 76641 
77232 | 77305 | 77379 | 77452 | 77525 
77960 | 78032 | 78104 | 78176 
78675 | 78746 | 788 
| 79379 | 79449 | 79518 | 79588 | 7 
| 80072 | 80140 | 80209 | 80277 
80754 | 80821 | 80889 | 80956 | 81023 


| 81425 | 81491 
82086 | 82151 
82737 | 82802 š 
| 83378 | 83442 | 83506 | 83569 | 83632 
84011 | 84073 
84634 | 84696 
85248 | 85309 
85854 | 85914 
86451 | 86510 | 8 8 
87040 | 87099 | 87157 | 87216 | 87274 
| 87622 | 87679 | 87737 | 87795 | 87852 
88195 | 88252 | 83309 | 88366 | 88423 
88762 | 83818 | 88874 | 88930 | 85986 
89321 | 89376 | 89432 | 89487 | 89542 
89873 | 89927 | 89982 | 90037 | 90091 


90417 | 90172 | 90526 | 90580 | 90634 
90956 | 91099 | 91062 | 91116 | 
| 91487 | 91540 | 91593 | 91645 | 91698 
92012 | 92065 | 92117 | 92169 
92531 | 92568 | 92634 92656 92737 
93044 | 93095 | 93146 
93551 | 93601 | 93651 
94052 | 94101 
94547 | 94596 916 
| 95036 | 95085 | 9: 
| 
2 95521 95569 | 95617 | 95665 95713 
95999 | 96047 | 96095 | 96142 | 96190 
96473 | 96520 | 96567 | 96614 | 96661 
96942 | 96988 | 97035 | 97081 | 97128 
97405 (97451 | 97497 | 97543 | 97589 


97864 | 97909 | 97955 | 98000 | 98046 
98318 | 98363 | 98408 09453.) Feci 
2 | 98767 | 98811 | 98856 | 98900 

99211 | 99255 | 99300 | 99344 | 99388 


D 


716 | 76790 


78888 


8162 


4 | 81690 
2 | 82347 
0 | 82995 


j| 84198 | 84261 


84819 | 84880 
85431 | 85491 
86034 | 86094 
86629 | 86638 


91169 


2221 


93197 | 93247 
93702 | 95752 


15 | 94694 94743 
34 


98945 


94151 | 94201 | 94250 | 
95182 95231 | 


99651 | 99695 | 99739 | 99782 | 99826 


| 76118 


76861 
77597 
78319 
79029 
79727 
80414 
81090 


81757 


85; 
86153 
86747 
87332 


87910 
88480 
89042 
89597 
90146 


90687 
91222 
91751 
92273 
92788 
93298 
93802 
94300 
94792 
95279 
95761 
96237 
96708 
97174 
97635 
98091 
98543 
98989 
99432 
99870 


| 


| 


74663 
75435 
76193 
76938 
77670 
78390 
79099 
79796 
80482 
81158 


81823 
82478 
83123 
83759 
84386 
85003 
85612 
86213 
86806 
87390 


87967 
88536 
89098 
89653 
90200 
90741 
91275 
91803 
92324 
92840 
93349 
93852 
94349 
94841 
95328 


| 95809 


96284 
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74741 
75511 
76268 
71012 
71148 
78462 
79169 
79865 
80550 
81224 
81889 
82543 
83187 
83822 
84448 
85065 
85673 
86273 
86864 
87448 
88024 
88593 
89154 
89708 
90255 


90795 
91328 
91855 
92376 
92891 
93399 
93902 


Differentialrechnung. 


&. 53. 
Einleitung. 


1) Sci f(z) — y, so wird, unter Voraussetzung der Ein- 
deutigkeit und Stetigkeit der Functionen f(z), wenn 
Ay = f(z 42) — f) 
4r= (z + 42) — z 
gesetzt wird 
dy Al 4; 
dz lim Zn lim 
Man schreibt auch 
dy 
da 


f@ + ze = fo), lim 4x = 0. 


= f'(«) = Dz f (z). 


Allgemein ist 
dan 

2) Sei s — f (ry), so wird: 

TR E = tim LE + = fen, lim Au — 0 


Say ay) — fen) v, 4, — 
ZK , Um dy =0. 


Eos A fe (r aj: Ax) fd), 
= f(x) = lim- we 


AE lim 
96 


f 
Es ist ferner 
4a = f@ + 4z y + ay) — fay) 
_fe+ doy + Ap) —/Gy + Ay) 4, 


dx 
4 fog +48) — (D) gy 


dy 
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Differentialrechnung. 


— Ti lim 4x —0 
dz=lim4z für re 
Gz CH 
Cha ee Té 
Es ist: 
dz dr de dz 02 
Js en s ebur da Hi = oP 
d. h. pt ur sind symbolische Quotienten, während Ee di 
ów by N dz dy 
wahre sind. 
3) Ist f(z y) = 0, so folgt: 
hide + fidy = 0, 
demnach 
D M UL 
dz ^ f 


4) Ist f(ryz) — 0, F(ryz) — O0, so folgt: 
Adz+ frdy + fidz =0 


FH dz + F,dy + Eds = 0 
und daraus 


wenn gesetzt wird: 


In dem speciellen Falle, wo 
TF(zy2) = 0, z = f (zp), 
ergiebt sich: J 
e 
(m+ HL) de + (1.45) dy — o 
5) Ist F = F(uv) und zugleich 


u= (ryz) u= V(ryz) s —f(ry), 
so wird 
OF fou |, 9udz Ov 02 
OF lg: 1 3292 +E + 87 52)] de 
er (eu dude J 
TOL = $2 Oy, +E EAG 
6) Es ist, wenn f(x) endlich stetig und eindeutig Am für 
a z z Z b, 
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Differentialrechnung. 107 
und wenn 
azhzb 
angenommen wird, sowie m eine positive ganze Zahl bedeutet, 
JO) + hf (z) z f + h) z f(x) + hf'(z + h) 


O fe) + PGE, 


wobei 
He 
1— $ = 0. 
Allgemein L^ sich: 


fe M DE freu EG (Taylor) 


ra= > PO pee (Maclaurin) 


und ühnlich für zwei Variable: 


farsi) — Sy Slat +e theres) 


ange TB A) tiores yq 9 p. 


Analog auch für mehrere Variable. 
Man merke dazu: Sei f(z) für z = n z = Ey... 2 — Ëm 
discontinuirlich, wobei E, allgemein complex gedacht wird, und 


mod Ey < mod š, <+- < mod En, 
so gilt die Entwickelung von f(x) 
ris AE < PO, 


so lange, so lange 


moda < mod Es. 
Mehreres in der Functionentheorie, 


& 54. 
Allgemeine Differentialformeln. 


f) dae =n idg 
2) dar = a loga dx 


— dx — M4 dz 
3) dlgs = —,... Cag CM 
4) de =edz 
5) dsinz = coss dæ 
6) dose = — sins dæ 
da 
7) digna = — — SES 
dz 
8) deotgz = — sez 
9) dsecz = tgnz seca d z 
10) d coseca = cotga coseca d z 
11) nen: da 
12) darccosz| ` Vi — a 
13) darctgna rts da ND. Im ersten 
14) darc MEL —1 I a Quadranten. 


15) dare seca 
16) darccosecz| — —u Wi 1 


ez ez 
17) de Dom: 


022 
18) die = San +22 725 ledy LEE dy 


19) T asp ora 


20) duv =udv + vdu 
u 
21) des 


vdu — udv 
v? 
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92) de = w flog ud + wae 


n du , dv , dw 

E enm ONDE L sp ROP 

23) duvw uvw TuS + L | 

24) d urw... _ uva... (du TE do es dp du — | 
pqr... p qr... u v p q 


du _ du dy 

de dude 

am Pu_ du (5 py du. di 1 
26) jai d y? Nd a, Se dy 


Einige oft vorkommende Differentialquotienten. 


1 d ja+ba-+ea) — («b —ap) A- 2(«e— ay)z-I- (Be — b y )a? 
) da Dor (a+ Bat ya)? 
2) Ze Va+ba+ca?| MEE eee e 


aj an | —_ 2na + (2n—1)ban+2(n— lear 

dilVatba+ car] Vap brp ca? 

4) lerne 1 (ba aß) +2(ae—ay)e+(by—Be)x? 
da a--Ba-pya* 2 Va-Féz-Feat eL bara): 


3) 


$. 56. 


Hóhere Differentialquotienten. 


1) ES gm =p gn" = m(m— 1)... (m—n-- ar" 

E d^ qn 
2) AE L) = "= da» G :)=( TP mra 

+ P — d'a-i PC Lu 
"ce Va =D) PME aa aua 070 ma Vz 
4) dis (a + ba" = (+ b mn (a + bann 
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5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 


12) 
13) 


14) 


15) 


16) 


17) 


Differentialquotienten. 


de 1 n! 
dn ELS ` E Y aga 
de 1 54 E 

= by " 
dà" Vat bz ED) Wat ba)" Va E bz 
dr L (— 1p ntn Y a 
See = 1 TF 
de arp ons dem yı Sin le ) are tyn 55) 
EM 1 SĄ ZE, pre | 1 1 
dar aż —bża? ) 2a Peay CER 
des d* = ne 
a... fh 
in ia = sin (= +z) 
d" Sé nz 
das 008% = cos KSC Y 2) 
de $ £m h ( na 
— SINE = sin [z + — 
dar sim E x 4 

4 

de e na 
dg eg MES cos (2 + Se 

sn" — 


d» canes ; 
zi (U — 2) B cesi. nay biba 


cose = z gesetzt. 
Jacobi, Crelle Journ, XV, p. 3. 


da LO) = S > ` = J> > (— Usch IH eo 


de ca, aft (z) < lea 
gas e) = 2 cos de 


Vergleiche: Koppe, Theorie der indepedenten Darstellung 
der hóheren Differentialquotienten. Leipzig 1845. 


(y? + D dntm (y? + by — dr-m (y? EH by. 
Crelle Journal Bd. II, p. 225, 
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w EO GEE 


zi C) e? 2 => ; x kann + ganze oder gebrochen sein. 


Vergl. Gótting, Mathem. Ann. Bd. III, p. 279. Ausserdem 
Schlómilch, Compendium II. Bd. 4 bis 16. Sohnke, Aufgaben- 
Sammlung 1. Bd. IL 


Unbestimmte Formen. 


0 o) g(a) _ pa) | 
Fa)  f'(a) UAG) 


Sei 

l 90) = 3 OR 
so wird aus 

2) © geil gm 0 


~ f(a) AG o 
3) e — o= (a) — f(x)... AO — 09 _ 0 


ae pila) 0 


dE 


50, e*t weg 
so wird 
= (f(a) no = eras) ` p (a).log f(a) = 0-0 
Für z = 0 wird 
Va + ba + ca? — Va — bz emt A yt 
Va + Bz — Va — Ba E ^a 
ar — be 
z 


= loga — lau b 
8) mogl = 0 poll 
3) EET ms 

Für x= wm wird 


10) Wd 0 m>0 
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12 Unbestimmte Formen. 


11) Zu a0 B0 


13) © =» 
Fire 4 
Bol 
13) V dod 
14) (1— z)log(1 — z) = 0 
1 1 
a Etro 


$. 58. 
Transformationsgleichungen. 
1) Sei z = g (t), so wird 
dy 1d 
de pa 
dy lf, PY „dy 
22 gil? de 7? an 
ds 1 H ds dei y d E 4 za d 
ler FR qa + G9" — grę") Gl 


2) Sei ba so wird: 


dy 
=F 
diy ka p" 
eo: 
diy 


T - > (3 g"? E 9' g”. 


3) Seien z und y Functionen von f, so wird: 


12 da 

de dt/ dt 

= A ay = „dy 
dt dt ` VE 
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ZAW 


afys 


day dey dy „da d'zd'y 
das Ka) dis "di ar dt? 
1 (s [7s] ^: SEH 
i dt dt dta dt dt 
4) Sei f(ryz) = 0, so wird: 
ae ƏN Ff „of of ef 202f 
$a? (6 ES Ne MGs 
es — (Ly ef e. of xf “2 
owcy Woz) Oxcy 0slox Oyoz £. 09x02 
+353 a) 
+72 Oy 02 
022 (2) off qug of of 
oy? Woz) oy? 0g y dyda 


MEC 


5) Sei © — ocosq, y= osing, so wird: 


Luska, mathem. Formelnsammlung. 


da — docosp — osingd g 
dy — dosing + ocospd g 
dix = d? o cosp — 2dod sing — ọ cosg d? p 
dzy = dosing + 2dgdg cos — osin g dp 
cda + ydy— odo 
«dy + yda=desin2p — ecos2pdo 
sdy — ydr = d p 
dy dr dọ 


y v Sd Cus 

dy , dz (e ) 
LĄ — —91— + do cotg 2 
y Ss = a 9 cog <p 


(da + (dy)? = (dey + (pd p)? 
dy _ dosing + ocospdp 


de  dęcosp — esmpdo 
dio SET 7 
dzy eg t1 if 
da do 
(£ wsp — osing) 
de 
032 Ay Qu te 1 Gi yt 10% 
dal Oy! Og dp? ' e de 
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114 Transformationsgleichungen. 


6) Sei 
© — ucosat + vsinat y = — usinat + vcos et, 
so wird: 
da du dv . š 
qr ur at + di sinat E ausinat 4 av cos at 
dy du. dv 5s 
di gi 5" at + di cosat — uucosut — avsinat 
dao dän dv. du. dv 
de = ap 0595 qu SIN At —2a e sin at + 2a ze cos at 
— a*ucosut — wvsinat 
diy du. diy o o au dv . 
A= da sinat- dü cos «t 2o ze cos t — 2 w dt sinat 
-- usinat — a?vcosat. 
$. 59. 
Maxima und Minima. 
1) Ist 
h3 m 
f(z + b) = f() + MP + — f" (z) + + 
und 


f(@)—=0 [oder o] für s= < 
und f0 (0%) die erste nicht verschwindende Ableitung gerader 
Ordnung, so ist 


f (c) ein eg je nachdem fe (| n 


Wird /69 (0) = œ, so untersuche man, ob 


fo (a +h) — $090) || ist, 
es ist alsdann Ra 
E aximum 
ek |Misiman. 
Die Untersuchung wird durch folgende Bemerkungen oft er- 
leichtert. 
1) Ist 
J' (z) = 9 (z). v (z) 
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oder 


tat = 26) 


und w(x) für jeden reellen Werth von z wesentlich -H, so wird 
f(x) ein Maximum resp. Minimum, wenn 


L" (2)] = p (z) = 0 
Lf" (2)] = ei (z) E. ist 


2) Ist f(x) = p so suche man das Max. oder Min. 
von (2). I 
3) Ist f(z) — o so ist es oft vortheilhafter, das Max. 
oder Min. von Une ze) zu suchen. 
fla) p2) 


4) Ist f(«) = + und ein Max, oder Min., so ist auch logf (œ) 
ein Max. oder Min. 
2) Seien zwei unabhüngige Variable vorhanden und 


z = fay). 


Sei ferner 
en «6 RO 
0r "on N GEZEI 023 Oy” 
A . (Max. Oe De, . 
so ist z ein be , wenn Q — 0 und gleichzeitig "at Oy beide 
^. sind. 
n 


Für Q S 0 findet weder ein Max. noch ein Min. statt. 
3) Seien 2, %,...2, unabhängige Variable, und 


== Fs ost 
ferner 
EH 
fa = 02,02; 
und 
fu fa e -fix 
rs Erst 
H,=|. E 
Die. vg Je 


Hesse’sche (Determinante), 
H 


www.rcin.org.pl 


116 Maxima und Minima. 


so wird z ein Max. wenn alle 
H, <0 für ungerade x 
H, >0 für gerade x 
und z ein Min, wenn alle H, > 0 für x = 1, 2, 3,... n. 
Findet weder das eine, noch das andere statt, so existirt 
entweder weder ein Max. noch ein Min., oder das Verhalten der 
Function muss mittelst der Taylor'schen Reihe untersucht werden. 
4) Sei gegeben 
W = f (2, La, - - Tun) 
ausserdem die Bedingungsgleichungen 


Bi WI 


Ou (Li + + < Zaza) == 0. 
Man bestimme aus diesen und aus 


` 
of m : 09. _ ò 
[I Lippe d 
Die Unbekannte 
My Tą Tm+n 
hes dm, 
diese in 
W = f (i % - + + &mtn) 


eingesetzt, liefern ein Max, oder Min. 
Litteratur und Beweise vide Dr. Otto Stolz: Sitzungsber, 
der k, k. Akademie der Wiss. in Wien, Dec. 1868. 
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Integral-Tafeln 


A. Unbestimmte Integrale. 


&. 60. 
Allgemeine Bemerkungen und Lehrsütze. H 


1) Findet man hier eine Integralformel nicht, so ersetze man 
z durch — z 


oder z „ ui e 

a T po v ] 
= 

I EC alli iid. 

E Si. 

er, de 


suche die Transformirte, und mache rechter Hand in der gefun- 
denen Formel dieselben Substitutionen. 


2) Man beachte, dass: 


fu uie da uo [o9 v KÉ da | ' 
fei vds — f |£ (s e 


wird c= p(z) — 


frada [10012 ae 


118 Integralrechnung. 


3) Es ist, so lange die Reihen convergent sind: 
was — 40 Zar? f) EM + pa mu 
JiBa=j0 5 + Po mos 
Inside = xf — S re) + Sr me» 

FE fora 


n! 


4) Es ist 
is g(x)dz.dz = z | pdr — | xq (x)da 


&. 61. 
Zerlegung einer algebraischen rationalen Funotion. 


Sei 


F(x) F(a) 
Fo) @ — a) (æ — BR (z — p)... 
Ap + Apa m | A, 
(zr— a "Gei TT 
D, Bia B, 
tata ta 
GE e EE E E EA 
Sei ferner 
f(a) 


p(x) = (z — By (@— yy... d.h. p (z) = a= a 
so lassen sich die Coefficienten Ap, 41, ;,... aus folgenden 
Relationen bestimmen: 
F (0) = 4,9 (0) 
F' (a) = Ap 9' (a) + Apa 9 (v) 


F" (a) = A, g" (a) + () Api p' (a) + 1.2.45 5 (0) 
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Fe) = Ayo" (6) + (5) 1 Ayr 9"(@) + (3) 1-2. dpa! (0) 
+ 1.2.3.4, ¿p(a). 
FY (a) = A, PY (a) 4 5 Aya pig + L age 


4 
+ (3)-1-2.3.4-39'(a) + 1.2.8.4. 45-49 (a). etc. 
Ersetzt man e durch f, A durch B ete, so ergeben sich die 
Formeln für die übrigen Coefficienten. 
Insbesondere ist: 


Ñ ti = 
SE E ze aec 2 ax + atp) 


— 2 Narctgn ar 
wobei M, N, «, ñ beliebige reelle Zahlen sind. 


& 62. 


Transformation der Integrale. 


Es ist 
y f Jtepdaay=[ ffo) adr de 
wenn 
æ = g (r,s) y-w(ns) 
[0p Ov 
E or Os 
9g = 
Os 


2) en 1 


2 = p(r,s,t), y —w(nst, a= g(r,s,t) 
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120 Transformation der Integrale. 


99 ów dx 
Or Or Gr 
. 199 ov 04 
JE— ag. vamos | 
99 OR. 0%. 
ot Ot OF 


3) Fir z— oco y= sing ist 


J [fes dn = f foo, sno de do. 


4) Für «= gcosg, y =esinp cos), z= osing sinl ist 


Jf f Lea dn de f f fries 9, osing coso 


esinpsinb) o? sing de dg de. 
5) Für z = rcosf + asin(ü, y =rsin0 + acos() wird: 
f [regex dy = [ [/6050-asinQ,rsin0-+-acos) 
(asin20 —r)d0 dr. 
6) Für «z—yz, By= zz, yz= zw wird: 


f(aBy)dadpdy=4 He rs Maz dyd z. 
yn. J 2 


7) Fir 2+y=u, y=vu 


J [remazay = f fl — v)u uv] u du dv. 


$. 63. 


Integrale einfacher Functionen. 


1 de E potio es + ln 
WE E mE "E p= Ge Dat 
4+2 n Tm 
f 4-2. m 
dx 
2) [eae 
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Integrale einfacher Functionen. 
4) f Em 
5) fte ive (EEN 


9) n = zlogz — x 
10) | sinada = — cosa 
11) fasada — sinz 
1) f'imzdz = — ty owe 


1) fugado = logsinz 


1+ sine 


14) sea da = 4 log + IE 


15) fonts = logtgn Z 

16) n = saresinz + VT — m 

17) ME = ware cosa — DEE 

18) n = ware tnx — 3 log(1 + ei 

19) fetysz = sarecolga + + laù +2) 
e oe 


122 Substitutionen, 


$. 64, 


Integrale durch Substitutionen integrirbar. 


da a 
=— [Z 
a/2ac — a: l4 
da 


2Va + z + qn 
» faz da gm 
ZSEE ext = 

4) "na RES © = a(l — cos p) 


da — SER 
9 f vy Vz--1-4-Vz—1-—s 
Va — sds z--a—1t 


1) 


9) 


ale 


dx 1 
) J — x= 
Vita ""F-I 
9 fo = ay m = 8—1 


9) d SEN DEE 


Se 

» Jerez E 

m = „PTZ O 
WNE LEE eg al. MEE. 


da y—1 E : 
large R 
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Substitutionen. 


H 
1 — z EM | ——— 
16) SIE de sn P V4 = y20 + 595 


(a — bz2)d > a 
17 y= 
) aV (car — (a — bar) © Tire 
y(14+2=x 


2 een cares, 


i ¡PIES = sA, 2 = V1—3y--8yt 
E = zz |, y (0 -pa — 1, e 


1⁄2 BL n — V2, y= Wyo 


t2—1 


T Sais * 


da 
21 == W RY, = 
) y + ree) y1 a? y Vy-p—ys 


E d a l—y 
% revue 
a (Vite, «V2 
OW (otra z "Is 


la £ 
24 Ç 2 
(a VL + 2 
25 eb erts d cod 1 
H Jaroor Tore 
26) SE = +) === qx y aya 


2)yi + a EX 
ado " 
27 22 + 1 = 
) aña V2e+1 cotg 2 
28) (x? — 1)dz m i 


zV1 + 3a + at 


29) PS @ Are dz a+ Vita == a 


me p Via" — | = zy 


ande 
31 S 
RE m= "WT n 
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124 Substitutionen. 


` ado ae 
EOM EECH 
33) JE - Hirte Va Lie + ca™ = sz 
34) = SS z Er. 
(a+ basj/a Ste Va + 2bar 
35) P: T dz 
(a + bar) Vat T Saba" F Sam 
= z 
rdz 
36) APT 14 ze 
da F yay 
37) _=28n o 
(a+ Ba-I- y az) VaBy +(8?— 40 y) 
y = «Bays: 


Sei FR eine rationale Function. 
9 p= 
38) fra Le, Vaz Eb) dz = = [FRI ujudu 


u = Vaz Eb 
39) [FR V(x —a) (z —b) dz = — 2(a—b) 


bw -—a p udu 
fr Š — di (u? — 1)? 


wenn w D= = d gesetzt wird. 


40) Senk Varir das made: 
GE Va-4-ba-- r — s+ e 
EZ 
= VLL Le araz e —a = Mos 


42) fri. y ess TE "UE gel 


43) Ten Lbwypdz s= a+ ba 
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44) F'h(a2) + FR au? xdu Kë 
: ‘i Volen — = Tp) Ser x? — cu? Va ea? 


FR(x)ada m = 
45) lE và u = Va + ca 


Die Integrale 


AG : JA Ga) dx f, (da 
SS Jm Vü — 2) — 23) 


ya — at) de x? 22) 
lassen sich, wenn 
1— xg 


ha) — — Fs) A= Alan) 
fe) Hl) 


durch die Substitutionen 


1 FUEL PE 
= — V(1 — 2910 2212), p 
z x ) 1 "M — “Vi za 


auf rationale zurückführen. 
HermitoLionville Journ. VI, p. 5 bis 18. 
| 


8. 65. 
Sei a -- ba" = w. 


1) f am!(a+bar)rda = gue m (am wide 


m m 
à gn P+ m—n 
) (p+ ))mb (p+ijnb 
fmm 
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126 Fafe DEE 


1 EE um Lu Ze 
3) fec mede = e Zait — £= = 


e d pna y 
4) = m-Enp ERE fme de 
5) Pwt (mtn apd 
ES ma ma 
feme 
So ERE UNE 
e ct TG + na + (p + 1)na 
[emeas 
&. 66. 
‘Sei LLE, 
da 1 
1) ad-bz b log w 
zda c a 
DO Ege De P 
ada a az, a 
4 a+ ba 25 b: t bs log w 
ada gi Tui me "ZE 
: aba St ao + o te mg 


dr at ax aut tye 
5 Japóa 46 3B 3b -%+5 * opu 

ada Ld act a? 23 az PEM 
x =55 abs mm: mA log w 


ade 


8) JE + ba)? = 


Binomische Integrale. 


a 


127 


1 
Tu T p 9% 


ado (7 2a^ 1 2a 
9) Ze + ba)? (š bs ) w bs log w 
edz zi Baz? | 3a: 3a? 
10 Ea UE Gz T u + pw 
n" ade Co 3aa ,2a2* 4aq1 4a up d 
rra e 35 D aer "pia 
ada z5 baat Dom baxr? Ba 1 
© | G+ oa (a CC WC "au w) 
+ Zë log w. 
dr 1 
el f "bas ` bw? 
rdc 
2 (a + bay (+ 75) a w? 
ado 2ax 3an 1 1 
ien Se Tec E m day fane 
ada zi Gatz 9a3) 1 =e 
18) (a + ba)? b D 7i) DS jx logo 
ada ei 2axs,l2ax |, go 
MET E ib pe aa ps logo 
18 ada 2° Ba ,l0at*z? 20a*z (an) 
) Ja pig \ 865 T 85 Bo pw 
— DC log u, 
sde z ayl 
19) Ss SR "e d ub 
ado 
20) Ss -- E +7 p rc AE 


ada 
m foi 


cda 


Bax? 
m X 253 


lla? 
[f 


Jar 


1 
E + bi log w 


22) f a 


ada 


Aan" 


c a 1 
T E AR ro) 


2) f. (a 


+ bay 


— (is 2b SES 3p + e w* 
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ada a , Baa? 


ax 1 
AS EA += 


de 1 & 
L3, Kaes ba) a Ms 


S de 1 b w 
9 2: 
30) Vener are log x 
da 1 b b? w 
ç | 
E er + bz) o raz as tog 7 
da b: bs D 
9 = Ro En 
>) fone ba) er = nen ax | at n 
da b b: bs 
We I F bz) i tgas uam az 
sm we log £ 
a5 
da 1 1 w 
30) Ts bat av a log © 
da 1 24 1 2b w 
m) Jas roy ( ax =) w ka as log x 
dz 1 3b 3051 ap w 
są Wa + bax)? ( Zo A 2a?z = =) w at log 0 
da 1 2b 209  4b 1 
Ge ear, = Jas T Sax ata al ) w 
3 
dE 2 log Ww 
da 1 5b 5p 503 
950 UTI -( dast + nes Gam * Zaz 
=) 1 5p w 
-— |— — log — 
a) w as 
< da is Là 1 w 
55) Ka xy CE a z) w? E teg z 
da 9b 3btay 1 3b w 
E id | 
90) Ee Cz az 2a? a? Je as log m 


1 2b 91 6b*a 
30 /J=— Be ( 2aa? ur t 2 u at Je 
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` 1 5b 10b? 15b5 
2 Sr - E Jam | oas Basa d, 


10btay 1 1003 w 
BE" wt P log a i 
de _ Lo 5b 5b 
2) z (aF bs)? G ze Fam zam" as 1 
i 


45b* | 155524 1 15 bt w 
tą” i a Jw? a Z 


de 5bz , än 1 j: w 
9 Jum sęk 2a? | as 1 log < 


r dz ( 1 390 10%z SCAN 
) z(a} ba) az 3a! a at Jus | 
4b w 
"Fus dos 
mir, Sie [ 
22) TUR =(- am tape t w t at 


105: 22 1 x: a 
e Jw 


E log Y 


13bx (ix at Ann 
2 [5 - ds 3a: sk Zas e 


w 
LI 
B NE e M 1255  650*z mise 
alaba \ az Ræ Bas 2at 
Saz 1 5b w 
dt 
| 2 da _ 4 ale, mies 
= (a tba ` — sz + aa Sek 4a* at 


1050122 , 15 Ve 1 155? 


w 
tre ar a a a wz 


Sei 


$. 67. 


aF bar = w. 


‚rein 


dz __11/a b a und b gleich- 
véi E SEH m" d bezeichnet 
3) de x E TR V— b + Va a und b ungleich 

a + ba? —b “aV—b— Va bezeichnet 

sds 1 
» MT. Tha = 25 (9% 
4 ada E a (dx 

) oho b b P w 

5) ER = a — ip log w 

ada as ax a (dz 
9 Jetta at GE 

dr at as? a? 
» a+ ba? aj — aj + zg Y 

da T 1 da 
n fra netz w 
Kg = 2] 
(a + ba: — Zi 

ada x 1 faz 
10) Tori —8bw F z f 

ada a 1 
m Jee = Bet? n 

ado 2 , Bar da 
el Fa Fbaj = L Toa SEI 

ada 
1) J aF bap nc 2)1. fue 

de 3ba3 1 38 faz 

Géi Ser zj = cra teu tsa = 


O 


Binomisehe Integrale. 
| © bien -- e 
(0M) E Geh; E a) a wit sep E 
17) Ze €" Ka (- 5 Far w? 
m Je T ey E ( 36 Sis); w? + anf w 


wean fac , Sat | 
2 > E Ñ "os A zn logw 


EET. 5b | Dam, lle de 
m) fa + bai Liga + gar n 16a A KS na > 
ado 1 
e o Tha = — Gdwi 
ada ba da 
2 fa + bane (6a 33 - TOES Ce ma f w 
de 3563. , 385b%a5 5115, 
=) wom 198qi * A: gue + 884 a 7 
DER 35 da 
su m 128 ut 


ade 1 
a na 
sda 75b |. 550 
25) n ma" + a T 3842 wen 


nA ae NE: 
— 7286 JE BGŻ w 


1 z? 


da 
ZS (a+ bz) 2a m 


27 OIM o. E E 22 
) di an ac aj w 


132 Binomische Integrale. 
dx 1 a? 
ec Daba) > tam T isa + oq I w 
da v2 
2 z(a + ba?) ża w ap za! 
32) da ( (e my 3b da 
æ (a + ba?) an 2a2) w 2 R 10 
de 1 z: 
20) z(a + ba?) (- Zas? PE wo A log w 
dz a da 
M Fre sant den y sr w 
5p da 
uw "E 
da 1 : 3p? 
BO «(a + ba?) ( Aan | dicit 
303 , SE 
Tia za! w 
bazy 1 1 a 
1 1 T 
Be) [m E $ 32) rza Ww 
37) dr ( 1 be S) 1 
lee TS az Sa So Je 
EET 
38 da = 1 9 abs 1 
) Secret: Zar? 4a? 2a: jw? 
E log = 
zu Jw 
175 bx 
39) at baz): -(- Tim Ss sat = m 24 as 
ban 1 | 35b fde 
Tue b w" 8a J w 
da 1 9b? 3b3z2N 1 
#0) J (a+ bas ( 4axt + zz +a 2a3 A8 at ) w 
3b? p 
+ p log — 
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j E 


Sei a + bat = w. 


VR ade __ wt wodor 1 pe 

(a + bas Zong 3ap J wr 

2) da d Ka E 1f dx 
ar (a t+ bay apar 3ap qw? 


1 3p—1 fdz 
x 3 ia ganat T 3ap w? 


Se x= Ve 


de _ x |F, _(z- 2V3 
Ñ DEE sa [š Var E] 


cda 1 (a+x) n 
9 a--bas "bech er. V3arcigng, 7, 


E a Enz meres) 
ada Eg 
n arta b b +f ris 


8) ado e A gda 
| a+ba: 2b bJ a--bz* 


" zuj = 3a Witt 


1 b dr 
ae | sa ei a: MS 
1 


dz b 
m m(a- bz) Zari — afa 7 p 
à da a+ bas 
fat mt dg a 


Pé d 
E S z SEET > 
E ada a ado 
te 


134 


ada 
W ar 


Binomische Integrale. 
1 
^ 8bw 


MEM da 


> ado 
16) lari 


3bw 135) w 


da 1 
de s(a + bas)" 3aw 3 = log 7. 
18) dr CS ( 1 4ba? 4b pada 
a? (a-b x)? az T w Lan m 
19 da bx 1 5ba\ 1 5b dx 
) a: (a+b x3)? ( 2ax aa) w 3 ad w 
da E 1 25 5.1 | 26 w 
20) at (a+b x)? (- Zum 3a? ! 8a? log as 
* 
&. 69. 
“Sei a + bat = w. 
dx gn "dy 


9 fa Chen" 


Lp — 4 — dE 
4ap wP 


4apw? | 


da 
3i f (a + b aseti 


qe, 1 da b dy dz 
EN" a” wP a) ett 


zx 


1 da 
3) Ja + bI 


Sei 5 positiv und 


PSA) (ae 
japwk dap fs 


a/a : 
Vz 7 = %, 80 wird: 


da z SH ' xz V2 

2 eain Va. FR SA aa 
= z 
5) 3 K a= valo 7 + 2 arc tgn sl 


a d 
wenn — negativ und x' 


b 
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2 {mm tala ! 
y [id nol tel! w 


9) fv + bai = Flaw + awe + we il 
m m". = 
Sei £ j positiv und x = Vi 
9 Te P wa na ma + 
ola GE = air si A | 
| + 2aretgn 7; ze SCH 
Sei 5 negativ und x = | La 
E e Uu in tog Eg 
12) Tris — in Uw > — 2aretgn BI 
| Es ist: 
ni cas VE 


= Lm ada 
14) Em T Lo" dE aoi 
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8. 70. 


am 
Integrale von der Form i ET da. 


1) fi ez = log (1-I- 2) 


2) E Ts = arcigna = — arc cot x 
: da Y e 1 +V 
3) [> 3 Rass CEA Bei a SS 
reg cal 141/24 a* EE 
R Fi Tarte Tyan an 
1 


5 de _ ai PEN, e 
9 MET sa ate (wez RASY 


+ Qsin E + Qusín el 


Dabei ist 

x r 

1 E esin = 
Py = z log (1 2 z cos $ ! 22) Q) = arc tgn 4 = 
2 1—zcos — 
y 

. 27% 

ax sin — 


5 


2 
P= Ey LIC +2 z cos = +a) Q, = arctgn — 
2 5 D 

1-l-z cos TE 


1 it2V3+o? , Lite 
> ec? va I Varta en pat 


P, = + log i Ed a 4-1) 
24+ 1 
æ sin PUN E T 
Q, = arctgn 5 
op i a irl = 


so ist, wenn m gerade ist: 
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jam a 


und wenn » H ist: 


n—3 
dz —— TER 224-1 
8) Eur len >> x P, cos =e 
m 
ES Quat tt 
) d 
08) [En 2 
zd 
10) fiac gae 
sdt _ (1-2)? 1 T 
11) rpa e Wizyta ee 
12) Ct = 3 arc tgn a? 
ads 2 1 2 
13) [ias te + D — Pocos F + P, es $ 


22 UE: 
+ Qu sin 7^ — Qi sin 3) 


Bezeichnungen wie in Nr. 5. 


da 1 
| ror tala dE wem 
de — 1 142 
w) fq alk deu pnr" 
16) f Ea = l EE p arctgn De 
Kee V3 2+2 


m [pega alo + 3 welma 
d 
1) fossa — Az L Ba 
PEŁ.) 27 
— Qusin — Qosin = 


. Bezeichnungen wie in Nr. 5. 
Tu 


138 Binomische Integrale. 
19) IS LED X uite 14-z-Fa? 


za 
dee: ra m 


Sei n gerade, und 
P, = y log [ot — 22008 Zeit 


i . 2% 
* zen m 
(4 = arctgn TX h 
1 — zcos — x 
n 


80 wird: 
RA 
; SKA ANS pa ŻE 2x 
20) TE Xp ee 
La 
25 qu 
Tx dir 
Sei 


P, = = log +20 22 m 1) 


2 sin -a a 
Q = aretgn —— — 
1 + © COS Tum = 
und » ungerade, so wird: 


om e 2 = 2241 
21) Jean d a Ea 


d 1 (1 — 2) ECH 
c JT ct IS 5 orein g sr” 


H 2x = 
y log (l — 2) — P, cos = + Po cos = 
NEL NE 
— Qisin = + Qo sin 2 
Es ist 
97 de _ a" da +š f z 
É s am > 1-812) rr» 
98 ada —1 gr 
2) fa Fay mp1 dud 
srada 


* a —1J (+22) 


29) da DNE NA 1 
ep Lem p—1 mF 23)" 
2n--p—3 da 
db leat Tan 
2n—3 
20) T nap sag TT J 
31 da 1 -f 
| ) z0 +a" 2-2 (1 quei CEBA 
da 
| p mare 
Pda ge p—1 x dz 
| 33) fa EC mo" um) aps 
apa p— ada 
| Ka et "Ay Ba) Ca 
daz 1 1 
89) | m0 aF imma 
I 2n+p—3 de — 
"n + [= 


2n—3 


d 1 = 
(Se i-r Toate (aji 
Se r od 1 E 
X Vs z(l—a 730-1) coat f z(l— aye 
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31 da ate REL UR 1 
) fov pai “PIPA 
1 (2p —3)(2p —5)...5.3.1 
| Beet TTT Ip arctgna 
A, DH = 3) Op — 5)... Qp — 2% — 1) 
e Ud juae 


da 
m) ja — z)? = 1374 "ica 


I (9p-—3)(25—9)..5.8-1-1,. Ibe 
arci (p—1)p—3)..3.1 Pig 
A, wie bei der vorhergehenden Formel. 


Sei m > 2n, m und n positiv und ganz. 
am do KĘ m x(2x— 1) 
39) J Lu san 
l-- am 2n = 2n 
n 


onn (2%—1) E i . mz(2x—1) 
loy (1 2ucos Lë a ! per Ç 


2n 2n 
2x—1 
Z — cos — m 
zn 
a 
SER 
2n 
do 1 
4) ST aa gs (C D" [log + 2] — lg — a) 
= AMA y 
M ji 2 
+ o1» SC = log (14 2 x cos ~ = at) 
z- eos 
ment ys T aretgn = 
sin — 
n 
41) € e y 0 Ex) 
1 241 2n--1 
1 > os PRD (a 2x— atai) 
FIA e Zei? tog ( 200085 T 
nj © — cos Qs - DE: 
JUN oman (Bip 1) Ba WEN 
dë ISS por em 2n--1 UE sin DZ E 
2n--1 
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mado 
42) d'Ee mer z) 
2n+1 


1 mz(2x—1) ) 
L (— Uni e 2 
L(— 1) is 1 > os 1 log (14200 ct tate 


ndi 
2 . mx (2x — 1) 

St) DI $ t 

|- (— Un Zn Fi > sin Sei arc tgn Gx—l)s 


GABINET MATER ATY TV 
Tew 


ag 


Sei w—a-L-bz, v = a -+ Baz, A= af — ab. 


y m ani 
E fe a AS = m REN m E L 
— (m us pi arm” WR 
(a-1-Bam 1 ym umi 
apost” | m—mn-d-1 wm Fm ur 
1 mi) ^ (m—n+2) f o" 


da 


3 = mijaw  (n—l) 4J wd ag 
1 om m pm 
K (n — 1)b w CEST un de 
s f da E 1 EN 
(a + bx) (a + B z)" (m — 1)a ein) 
b _ (m+n— 2)b da de 
(m — 1) 4 eu un 
6 1 1 


ER (n — Da oy 
(m + n — 2)8 1 
I SA Jime 
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8. 72. 


Sei a + bz + cz? = w. 


gmagbti 
1) ferraz "crue T9 


2 fo 1w? da — dl a ae 1 fos 


— e(m -L 2p-r2) cm--2p+2 
amt a wide. b fado 
" "n E a w Ze) w 
m wrth P —m--1 wr dz 
3) e gam o- "T [= 


PK DEA wrda 


an Tm 
Ke b+2cx 1 
5 Sat: (n — 1)(dac — 0?) wi 


2(9n —3) da 
KS (n —1)4ac — äi. J wr 


b--2em n(4 ac — b?) = 
S Jet 3n De" + zQ2n-Fl)e "nt bis 


1 
9 fenem Vi—4ac 
log 14200 VR 4ac m 


Z, 4ac>0 
aa us 

== ZAŁ b>—4ac=0 
eg bi—tac<oO 


tgn NOSZE 
— V Vaca "Via 
da e SENS da 
(atbateati “nak nd Re" 
wenn zur Abkiirzung 
R=a+b«e+ cx, 4=4ac— b° 


gesetzt wird. 


Trinomische Integrale. 148 
8 di da b+2cz | 2c da 
) (a+b pl ez AR | R 
_0+|2ex¡ 1 + GE: "d 
9) y PILLS a GR RIT J R 
10 da Sal Fo BE ra) 
) J (e-Féz-emp 2 qm U 3416 ZR 
Wë = 
` om am-ı 
1 
1) JE H (2n —m—1)c fet 
(n — m)b mt (m — 1)a ar 
2n—m—1)e n us ETF: R" c 


Wird m = 2n — 1, 
hat sodann: 


gn 


qg2n—3 


so ist diese Formel unbrauchbar; man 


a an-s 


12) jl de da — pad S y da 
e gna o 
¿LE di da 
13) zda — 4 SST 
d fa + ba + ea)? 
ada PR 9a. fart 
n Ja bz ea) caf TI pm 
15) ada ARA a(2ac—02)-2-b(3ac —b?)a 
(a+ ba + er) ` za © AR 
b(6ac — b?) 
DECYZJE) R 
16 ada 2a--bz  8b(b--2ca) 
) rm 3 4 Le 22: R 
_3be da 
R 
17) f dx ab + (b — 2ac)x 
(a br ext) ` 204 HR? e 
EE b2)(b + 2cx) E da 
2c4* R 
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ada v? abe 
= ero TER +55 ZE 


3ab 
20d) D 
19) dr 1 2 = 
v(a-d-bz--ea?" — Qn — 2)a f 
7 ES 
+ç [= 
: da 1 
29) aa + ba + coy (m — 1)aa"— Rr 
_ (m -- n» — 2)b da (m + 2n — 3)c. 
(m Ua a" H" ^^ (m — Da 


d 
J zme">1 


da x da 
29 pcm E ak NE 


da 12—2ac f da 
ad (aF bxs} ca) Zei ALE M +52 um 


da ac — b? 1 
a= ia baca) 2a ty (2) + zz — Zax? 
b(3ac — b?) pda 
+ KEN R 


dz Pa a? 1 uo 
M) | a Fba Feen 3a 7 R Za z | 


ie x au paz 


da b R 1 b° 3be 
2 Faz Fei" as 9 zs — aa la 


aż c? a? Ta 
"ere tz vem Bre M 


29 sq Icy -(- PEN 
he fi TE 


25) 
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de s _ ERBEN A. 
a(a+ ba + ez?) faw?  2a*w | 2a3 


_b faz b fs b dz 
2a w: 2a? w» 2a w 
28 um 1 3b dx Be fdz 
) pe ? (a + 77 Leen azw -a Jaws a f ws 
5 da ( 1 =) 1 
22) Lem + ba + ca?) 2aa? "b ato) w? 


602 — *) + f 
TP TZ za sl ws 


27) 


8. 73. 


Integrale von der Form Ji a" (a + ba" + car d z. 


Sei a + ba" + ca?" — w. 


m wb 
1) mm dn — FU — pro any dz 
m me 
e 
. 2np [een dz 


m 


gt (m — 2n)a RELAY Ç 
E | (m--2mp)e = © wr da 


(m —n-t- pn)b ER E 
^ (m4-2pn)c Je Sr 


Ee 2npa a 
> m--2pn tali 7 WSE 


pnb Exo S N. 
> Seo lyra da 


Laska, mathem. Formelnsammlung. 


W 
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pti qm - 
4) Jes w? dz = zw ec EE gqmin dr 
ma ma 


n+ 
< ug T a wr de 


ma 


ib—iVb —4ac-—f, ib + 1Vbà — uc = g, 
Vb: —4ac — h 


b? — 4ac > 0. 
5) f d ef da dr 
a+ Me pon h i er CES 
ado 1 ca? + f 
8 da Eta cent 2h log ca? +g 


7) ję aida g da Sé da 
a+ ba?+ est h jie + g hJ ew@tf 


und 


b 
b? — 4ac < 0, cosa = — —7 
= 2Vae 
n 
1 a? -- 2f cos 7 +f 
8) ji - sin log 
AERO Rod 22 — 8f eos +f 
arcu 2 | 
-2c0s Ź arctgn z 2 
] 2 E J 
sdz 1 2 sin a 
y CES or Lem  2ef?sina RER ficosa — a: 


Sei 
x = 2a(p — 1) (b — tac), 


10) [a= bea + (b? — 2ac)x EZ 
wr 


rr! x wrt 
pa e bene ge m da 
x wp 
11 == bestt (b — 2a0) 0 Bee ¡de de fdv 
) xw i x w x w 
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1 (m+2p—3)b 
12) SE cem = 7 


(m — 1) a a" qr (m — 1)a 


f. dw m- 4p — 5 da 
gm—9 pp (m — Un E IMA wP 


8. 74. 


Reductionsformel für das Integral: 


ye (a + bam + ca + dam p.. ode. 
Um diese zu bilden, beachte man, dass 
(a - bam + ca t.. jp = a(a + ba" +... 
+ ba” (a + bar + O a + ... 


& 75. 


Sei uú — a + bz + cez, v= w + Ba. 
A= ap?—abB+co, B—bfi—2ca 4-—4ac—U. 


"d p pn (m—n) B pu 
U PET "wc In w m—2n+1 un Cr 
— _ (m LIA Lum 
c(m — 2n--1) 
3) B vr 24 esz 


atei BJ w” o. 
(m—2n--2)82 p 
WSCH f wat 


10* 
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148 Vermischte Integrale. 


3) [ az B-F2ev m — 2(m — 2n + de 
T (n — 1)Zf ur (n—D4 
) 


VA EA Bm Sid 
d qu (n — 1)4 wn 
u” 1 un 2nA 
9 y= dies (m — 2n.— Ufer? ^ (n —2n DÉI 


ux nB wo 
y vm dz (m — 2n — ps f eds 


B urt (m ES 2) B 


5) a (m — 1) Av" (m = DA 
u” z "teta un 
fe Sé (m — DA Ke da 
1 nB 
.6) = m= Ee E de (m — Dp 
Lada 2nc u 
iri Ee f E de 
7) = B 1 (m-»—2)B 
v" E E (m eer DÉI qun yn (m == DA 
^ dz (m + 2n — 3)c 1 A 
BE u” (m — 1)A yi pun 
8 1 B 1 
9 — 2(n — DA vnu 5A = da 


(m + 2n — 3) f? 1 
Ze 2(n + IA T es da 


Ist A = 0, so wird 


B 1 
> fa — m-T»—0Bww 
(m + 2n — 2)c 1 
Ld (m+n — 1) ply 


da 
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Binomische Integrale mit Va. 149 


8. 76. 
Sei a + bz = o. 


i Et ed p ba a und b gleich 
" % (a+ba)Vz ~ Vab SE a bezeichnet 


1 a — bz A-2VYzV— ab 
log 
V— ab © 


2) Ja da Va 2Vx a dz 

L bz D bJ aVz 
dE 
0 fis = s ir fav; 
d [are (et Var 


Va 1 da 
"leen" ae `? Se 


7) ER daVx "E 

(a + bay +3 b VE 
8 Vide 2r e 3a dz Vz 
) Sera bo b o? 


Vede zi Dor 3Vz | dat dar Vz 
) > 3b 315) o b? CH 
asYrde as Tam  Tatz\2Vz Tas fdaVx 
nfi w) 


o ba w? 


a+ bap 5b 150 ^ 3% 


da 1 da 

1) Ina? SÉ iss) Vz + oke 
daVax 

i Sem = E ine +) Ve mal 


www.rcin.org.pl 


150 Binomische Integrale mit Vz. 


13 m Veda 9rVz An dz Vz 
[era bo? C b (03 


14 Veda _ fe | Bax 2Vz 15a? Cd Ms 
NE = G | 5) w: D 5 o 


15 aS Veda as Tax P> 
5) AN T bap = Lët 30 36 ) o? 


35a? Pd V 


stc ram p? w? 
& 77 
Rr SMOG BRZ 57 y a A a 
Sei a + ba? = 0, % = P x = y 


7 a+xV2e+ xa 
M s kans ` og [ww 5-55" yo 


+ arctgn zs] sd) 


1 x! — Vz Lo Va a 
= 335545 (hey. — 2arctgn v) mn 0 


du Va A 1 z+ 1V2x + x1 
2 a + ba? bxV2 Ë log Yo 
+ arctgn a 4 > 0 


= gig (los E = dalem Eet $ «o 


3 zdzVz äs a di 
) n b oVz 
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Binomische Integrale mit Vx. 151 


4 jJ ada Va 2x Va a fdzVa 
) a+ ba? 3b b f a 

"dV + a? = da 
5) J 7 (53 5) 2yz + 


a + ba oVx 


da Va 3 da 
6 —TYT=— — — 
e Ją (a + bay Va 240 sk ta) es 


= dr Ma aVa f jl dr Vz 
1) fü tba) Zaw | 4a © 

* aVidx Va 1 fda 
= (a + b ay? 2b@ | 4b) aVz 


9 a? Veda xVx 3 f daV a 
) fe + bara 2bw ' 4b o 

) > Vede 22? 5aNVz 5a f da 
Yan als te) ole 


a da da 
11) ri (a -K haan Var ` (aat iara) Vz bea ole 
: der Lory nb 3 dz Va 
12) (a + b x2) (ue Í are) Vet 32 STE 


3 zdzVz (ba? — 3a) Vz 18 e? da 
e (a + ba?) ` 16ab o? 1 32abJ as 
4 dr VE QaVa 2 3a y da Va 

14) Sr 5 b o? 5b "PU 

L asda Vz 2202 Vx (Da ada Vz 
15) J uF or 0 13 a 
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152 Binomische irrationale Integrale. 


ado 1 2 2Vo 
3 2 ( a 
J — 5” geo a » 
ade —— fl b eie 2Vo 
4) 1 vez Ge G 03 5 ao: + ato — a?) ji 
5) sA ada G Poi y 6 p Zwei vo 2Vo 
eu y 9t— ao g^ 3' 


oda 1 5 10 
5 4 | 2 (03 9 a3 (02 
6) ie — Gre g 9-790 2a30 


D am eV 
+3 uo a: eon 


i 1 Va + ba — Va 
7 / <= l d 0 
) zVa--bx Va Y Va + ba + Va SE 
= arctgn > a<0 
V=a Va E 


8) ji da e Er Vo b dE da 
a? Va -- bz au 2a «Vo 
3b 3 b? do 
= | 
B I wean ( SC Sp ves RA SEGA 


z 1 5 b? 
my) {won ( Saat man Sar; ;) Vo 


5b3 da 
^ 1643) «Vo 
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Irrationale Integrale. 153 


dz 1 Tb 35 b? 

z: Pa -( EE Sr 24 a? x3 96 a? z? 
35 bt dz 
k Gracz) Va + sa ave 


dx 2 
12 = = 
> / <= = b Vo 


ada 2 
n Jr Eer 


ada LOOK SÉ: s A 2 
w f eis. Gs =° ver Sata a) 
td 4 d 
wg | == = = (7 at — ¿404200? 


a+ be 
4 4 2 
= to — aś | — — 
z bs Vo 
ada 1 5 10 10 
17 f = C [D ant z 49. — agi 
) Va + bz 9 7 S 3 


2 
+ 5ato + as bs Vo 


da 2 1 P dz 
18 ia 3 
) «Va + ba aVo + aJ ce 


19) [= dx =( 1 -%) E. T da 
Valor ` ac - al ve 242) Vo 


da 1505 1 
— l 
mi lam -( Sag + du T £as Va 


1 Tb 35 be 
at) az E Saat | Tata Marz 


35555 1 _ 350% p de 
~ 8a) Va ów | Va 
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Irrationale Integrale. 


215? 105 b3 


a Kaz 
E E as Va+bx 


1 3b 
et EES SA 8 a? x? 


324322 | Ofato 


Lo de 
1284? aVo 


; =) I yy 
! 6403) Vo | 


2 


da 
mW / a = 


3bo Vo 


- ja Ze IUS ps ( Se 5) b? MU 


ae AGO iis L E aU. 
25) J wasz” + 200 — 5 ©) so Va 


26 Para my X Bl Sr dz 
5) [wem = (ga a JoVo ` a «Vo 


aa d 1 20b ax) 1 
2 La =Ç ax 3a a: Joke 
5b da 
~ 2a) zVo 


28) [Vette Tu. 
29) JEGEN = (za 
30) ZOTE + bz = (zo 

31) eds Tt ba = (ze + aen + " ate 

— fa) 26 Vo 


bi 


ato? 


1 4 
32) f =a Va + bé L wt gon 
; a © + > at 
33 dala + bz — (5 — 00 aci IO args 
UP e = i; 5 


20 Vo 
)» 


20 Vo 
bs 


10 de 8 
Ar aw? + ato ae 
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Irrationale Integrale. 155 


34) f *# a= 2 Ve a f: s 


35) FE Va + bz = — E +7 > E 
36) [Var te = TONS EL 


2ax? 40% aVo 


¿= L e A 1 b b: 
29 T at Va 308 ( Baus SR ian) o Vo ses Va 
b3 da 


ES 164 xVo 
de y = 1 5b 5p 
ES) SS ps s=( Laut 24 a? x3 SEET * Vo 
5b3Vo 5 bt da 
| btas 12843) zVo 


92 
39) f 4s Va $b: = e s 
40) dé ada Va + ba = (7 (7 o — DE ¿Ya 
r ‘ P 
41) f edeva + v2): 7 w? > an -+ : LA 
42) if wdaVa + be Lë ei > ao? + ; a? © 
ER 20:Vo 
a) 265 


43) f saver = Lë um GER +0 ©? 


F, 
44) f asa + ba = TE aa 2 gas 


45) Juge aL dRo q+ a f S 
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156 Irrationale Integrale. 


46) [= Vara SERE se Vos 


ax 


da Vac hg 1 
D Jan ES ( 2az?, 1) ® o Vo 
+ JE 22 ys 
as) (Eva Hr ( 1 uw A Vo 
a” Ż Bar? | Tata? T Fiki p 
h da c 
Ti al 7 Vas 


bcc p 1 H b? 
49) =s Va Pe ( 4aat | Bar 32ava? 


b3 3 bt da 
a) a+ JE yan 


50) f deva E = „a 


51) fe du o!-- aoa) 2 Va--à s 
= 8 5b (de 
a 1 : 
53) X SE Va + 1 d ba = ES n o Vo 
155? dz u 
"s Ba? fE Vo 


1 1 XA2o!Vo 
4) f zàs Va b — ($0 — Ta EE 


/ 
T d NEL 1,20% Vo 
55) fe dz Va + bw (n O geo 74 p 


5 1 5 e 1 
56) fas Va + ba = ge — jp ae + z do 


1 203/o 
pon H 
1 a LY 
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Trrationale Integrale. 157 


8) ( cda 
à Va + bz 


"E 6 Je 


60) 


do pl 3Va? 
w) | ym Ah SM z ©) bs 
dx ges 3Vo 
Vatta: 5 
mda 3Vo 
61 
WE rea ri G° a) b: 
ado 1 1 3Vo 
62 A 
í J và + bap Lee — 399) g 
3, 
63) Is < z [3 log Vo—Va 
apa == Va l2 Va 
V3 Vo | 
3 tm +7 
+ y are tgn Vo + pa 
Va? b f da 
64 —— - 
wf TTT aa 3a) Va 
da 1 2b 2p da 
go) Ix Tarts =| 2ax? tga Së Em J ss; 


CEA 


da 
en Lats + ba) 


M CL zi Ve 


V3 Vo 


VRR CESC, e + afa 
Yo 2b da 
% fi We z b z)? aa ee A 
dx m 5b E 
te ai (= TE + gaz) Vo 


da 


m 
+e J Wa 


69) f aa z Ts sepe 
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158 Irrationale Integrale. 


70) JEDZ L pz = G a I a): 5 > 
11) ada Va + ba = ( DE 
10 7 


— W o? 
72) Ze da Va + ba)? = : ave 


TRE 1 1 30 Vos 
73) JED b ba)? = (5 O 5 a) = u 
= q Y 2 
74) Java Foz (a w? tao | La) BS S 
75) f EVE te sYo+a a f- B. 
PES SUE SE olo b de y 
76) f$ = Va UG = V ! Es = Vo 


ac 


d BUF ES 1 b d 
T1) [av + ba =(= ra 3,47) oVo 
ba dr P o 
rts à 
78) SEVES = Yee f m 
da a o Vo: , 2b dire, 
79) EVE E a) = Yo 


LIO ESSET BOY 1 
80) [ave E Es ga T 6a? nz) oyo 


b2 da Por 


— Jat 
i 2 £ 
d sog + ba)? (sas 2 za) Vo 
1 4 8 \ e, 
= Ste SĘ | otw 15a!) Vo 


6 16 
ES d Y (a T ba)? ic a mi + 35 a? o? dj = — 


www.rcin.org.pl 


Irrationale Integrale. 


$. 79. 


Integrale von der Form ye » lo", Vr ar). 


Sei s eine positive ganze ungerade Zahl, so wird: 
ae dz 1 


(V1 — a2) Gr — s + D)(V1.— ay? 


s—1 


2r—1 


2 
7. A, gar. 1 = Be. SCHER, adu 
X Az EN e m > RL — a?) 


` wi 
x = 1, 8, 5, 
ES 2,8 
2r—1)(2r—3 2r—x 
d = d 56 s Biż ` x) md 
sk, ODO metae 
'(6=236=4...6-1—3 
es (2r.— 1(2r—3). 3971 
KBA GZ ME) 


Ç a? da > an 
di > SV = d $ 


y la 22) -- (1 +: | Via 
1=0, 24,6... 


2r.2r—2...2r—A 
2: _Gr=3(7=s=2)... Qr—s—a) 
= 2r.2r—2...4.2 


(2r—s--2)(2r—s)(2r—s— 2)... (s— 4)(s — 2) 


2r—1 
2 Vi — a a 
3 WA qx = >» ALA 
) Vi — g 1 


WAW e 7 
Tarür—3)0s — 4)... BOR 
== LID 
Br JUE Tür H 
Eo Qr —2)2r — 4). E XC TR Y dc 
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160 Trrationale Integrale. 


4) vi DHL da AX V1 — a =, "E 
VL — 2? 2r1 < : 
2r.(2r—2) (2r — 4)...(2r--2— 4) 
(2r—1)(2r — 3) ...(2r —4-4-2— 1) 

1—02,4 6... 
Sei s positiv und ganz 


A; AS, == 1 


2(r—1) 


da 
5) S zo Gr UE a? 7 an 


(2r-2- s — 8) (2r 4- s — 5)...(s-4- 1) „Ne R 
x D DOES TET gie Xo E 


A rs — 90r s— 5). Daran 
3 (2r — 3)(2r — 5)... (2r —4 — 1) 
= @ — 3)(6—5)...( ote iy Ae EE 
Ted OA SE ko DEED) 
da Ee 
— SS 
v au UE E E ES 
(2r--s— 2)(2r--s—4).. s 2)s 1 fla 
E 2r.(2r —2)(2r—4).. (Vi—asy 93 


36-1) 


1— z) LS 
YE L E 
Geisen, e DER Vi=a—1 
(2r—2)(2r—4).. E a 
1 = 0, 2, 4, E 
._ Qr-+s — Mars > E ee = 
A Qr—DCr—4...Qr—aA ue" 


da Mica ipn 
7) E 14 a 
Via Er-D4=1] Tar—3 


rat tots 2) (21—4) a |... 4 (Qr—2(Qr—4).. Qe 
Qr—3)Qr—5) | l (2r—83)(2r — 5).. | 
Vi—a2 2r 
B ph EE ite 
RER gie: jj (2r — 1) (2r — 3)...3.1 
" (2r—2)(2r — 2r.(2r—2)...4.2 
1 Vi—a?—1 
9g z 
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Irrationale Integrale. 161 


Sei s eine positive ganze und ungerade Zahl, so ist: 


i-a ir 
9) f° ar (VI— ayas MAA E 2 Aa 


sl 8-41 


+4,52 Vie De Bua) ° + Ay Bryraresina 
0 


k == e T 

A = H E 

(2r —1)(2r — 3)... (2r —x— 2) 
(2r--s— 1) (2r--s — 3).. -QrEs—x) 
s(s—2)(s— 4)...(s—4) 
(s — 1)(s — 3)...(s— 1) 


10) af gent (vi — 2) da—— Meer Ze > c, ar 


=l A,— 


D. = 1, B= 


Í 
+ a VI — a? 14 (12) +(1 di Fü-—a)* 


3-5) 2r.(2r—2).. Via 
+=) DOES. FIIR, i 

¿== E 2 

art... T =4 
(2r--s(2r-Fs—2)...(Qr-F-s — 3j 


Sei » gerade, so ist: 


Dabei ist 


Q = 


^ ada ; (n— Re s (nd GE 
A) D Va L Va? es n(n — 2)...(n — 2x) mE 


_An— 1)(n —8)...3.1 TES 
n .(n — 2) (n — 4)... 4.2 log (z+ zt? — 1). 


Ist dagegen n ungerade, so wird: 


EES) 


Sc (n—1)(n - 3)... (n—2x-4-1) T de 
12) f v i= CSS E => n(n—2)(n—4).. ve 


-(n— 2%) 


Die APW für x = 0 sind — 1. 


13) SE "da rt oa 4 ^ zt dz 
VI — a n n VL — zz 
Laska, mathem. Formelnsammlung. 11 
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162 Irrationale Integrale. 


rda 
14 mr VI st 
i J Vi — zz j 
i) f ada ar ES mda 
Ve — 1 n n Vs 
ada —— 
16) SJ dee, 
Va? — 


ada SUE RD wada 


17 
3 y + 2 n Vr z: 
cda — 
"ou TEŻ 
19) YE A EE de _ 
z"V1 — e (n — Lian? n—1 a": V1—a 
dz 1+ VI — 2 
20 J E 
: a V1— z ES z 
21 GE Ve—i | n—2 de 
|J szym Dt ef Boye 
R da 1 
22 J «mei 
: zVa?—1 z 
23 f dx AL; R ET de 
A a"V1-- a? sh att n—1lJ Vita: 
da I+ MILL a 
24 ys 1 
4 aV1 +! y E 


p n+1 
25) [m mda Vie E EE mda 


n + 2 n3-2 Vi—a? 
26) f sV=Fds=5 (e — Via 


Se 1 anda 
27) [even Udo av 1 eS Vac] 
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Irrationale Integrale. 163 


28) [eve Lda iG 1) Vz? — 1 


femme Er TEE 
30) ta ENS 


31 dz y ki — d 1 da 
) J = Bern) afisz 
iy a m=V1 1a lg = == 


33) f eva = Va? —1 1 d da 
z" n—2) zwa) 


(n at 


nu [Eva 1= Va — 1 are cos L 


3) [EVE 3 ae 


(n—2)2"7 n—2) Via 


a) [SWT VT ly LELE 
z c 


37) Javi GER 1+224+ J log (z+ VET) 
38) Java 1 5 Ve -1 +o (et 1+2) 
39) J dxV1 — z: =3V1 - T 4 4 aresina. 


10? 
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164 Irrationale Integrale. 


$. 80. 


Sei a -Hbr — o. 


; Loa, ) = 
ei JEE log Leit + Va + ba b > 0 


1 b ec 
= L arosina V— 4, b<0 


da GERD 
2) J z wis + V1 + aj 

da 
" le >= 


4) J^ ge = arcsina 
VI — z 


= tog {x + Vi — i] 


5 dx = 
) J — Vía + bar T To aVo 
SE AC 2 z 
p J — V(a a ba?) = KE in] Vo 
1 4 8 x 
m J — (=+ bata T is) Vo 


9 fi dr 
Va ba Ka 
9g f dy zVo _ a da 
Vatba 20 25) Vao. 
ado a 2a 
10) > 30 si) Vo 
ada zi Bar 3a f de 
m Sa 46 gir) Vo T gis Vo 


ada at 4az? Sal 
2) [wre BÓG 152 5) Vo 


www.rcin.org.pl 


Trrationale Integrale. 165 


f da 1 S Va + ba? Va 
zVa+ ba? 2Va y Va + bz: + Va 


13) a> 0 


T e b 
= arcsecz | ——, a<0 
Via V a 
da Vista 
14 ——— =l 
| ire ee 
dr yi—as-—i1 
15) — log 
rV1-—a? z 
: b dx 1 
16) arc sec a are cos 
zVaz2 — 1 E 
/ 
17) J = ZZ 
a Va + ba? az 
18) Es da er Vo = b ` dd 
z3Va + bz? 2ax 2a zVo 


da 1 2b 
m Iz Wace bx ( 3az* + sas) Ve 


d š da ( 2) Ex da 
20) Fit im $e Vo als zVo 


21) /—= = E 
Va + ba? aVo 


99) E ada PE 
P Va + SES A Va 
' ada EJ 1 da 
23 9 
d J Va + bat? wwa” LJ Va 
ada x? 2a) 1 
24 EM 
) "n + ba? b = UP / Va 
D / == ado AE 1 3a f dz 
rl SE vs 


26 _ da zi ETS san 1 
) J Va + bat 3b 302 31) Vo 
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166 
27) 
28) 


29) 


39) 
40) 


41) 


Irrationale Integrale. 


P da wr da 

«Va + dar —aVa aJ «Vo 
2bx 

Saas =(- i x 


da E (- E e) 1 3% dz 
f$ Va ba" ` 2a 2a) Vo ^ Bel Vo 
dx ( 1 4 PELE 
aa F ba? | 3axs se z 34 ab Vo 
da 1 5h 1542) 1 
J vene ( dar + gaz + Sar) vc 


ue Ze dx 
8 zVo 


DIM cm la 


ada 1 
Va + ba? 3bo Vo 
^ ada 
Va + bz: + ba? TE noie 
sdr P 1 
Va + bz? es 2) oVo 


da 4 bz? 1 1 dz 
Lass Pin e 


A EE 1 ay de 
a Va + Se azo ue Vos 
je da da ho 5% af dz 
ere T bar ` pasta 2 o Vos 
EE de de 
II Sech 3 Vo 
f =a Va + be = ave 


Tor fon 
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Irrationale Integrale. 167 


42) f^ dar Va + ba? = (= — 5%) aVa 


43) J =asVa T LE — az). ców d 2477 


8%? 
A gi dax Sa? 
rh da | e | 
44) f: dz Va + ba? (7 3503 | m) oVa 
z da T * da 
45) = Va + bz: = Vo + a 
2 J «Vo 
de £ _ Yo "da 
46) 7 Va + be +6 f YE 
Vo 
Pd oe PA bf du 
== š> 
47) ya = Va + ba am g Vs 
da 2 oVo 
48) ną Ta Va + ba? = — Sari 


denr = oVo , bVa b2 da 
== 2 — 
49) 4 > Va + ba id ES EE 


50) f veis = (a EDE Va + E cz 


Vo 
51) dë EE Ee 


5b 
52) f erevu pre BEES — $i f (vo 
x s ee pr SW a R 2a ` 
53) VEL Va. 4- dar = SL 35.3) © Vo 
n A da Us T EA LS due 
54) J aa Va dba = $i— SET Va 


KG Wl 


) f az Va + ba? ($;— Eam T) e Vo 


: 63 b? tss bs 


= 


5 


e 


| fter - e yn f 
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168 Irrationale Integrale. 


57) SE verus =-2 42,2 [gry 


ac 
58) A S+ ESA 


3aa3 = Sx 


OWE ¿Va bat = (— LL. l HAL Vo 
+35 f Ve 
60) [= Va + ba? = 1 o Vo 


— fax - um 
352 da 
+35 wk; ui 
SCH x Va 


61) Javi ZEE ae) cio + "de 


Vo 


©: Vo 


62) f ava? = 76 
63) J asap Ve _ u f dzVo» 
64) f over = = (5 - aiz) e Vo 


63 be 


65) [EVF = tę + at) Vo ++ a ze 
£ 5 3 «Va 
66) M Mrs RD ko 


az 
da o: Vo 5b da 
Mx 
ES "ae Va + da 2ax + 2a E: Vos. 
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Sei az bz: = o. 


= 2(a + 25x) 
5 S = + Aa (n — 2)a? Vor-2 i 
4(n — 3)b da 


à = Dal Ves 
y [ Var tbe de = Ve 


bm Fn + 1) 
m-4-i x 
+35: aput S veras 
* Vaz + bar 1 Va"+2 
3) = da =— 
J w Es. 


4 f v bat dz — GE 


Se? zap mi Veis 


Diese Integrale führen auf 
da 1 - 
5) Fut = ¡7 ula + 202 + 2VbVaz T ba), 


oder auf 
HP — a 


| o / a= A 


170 


da 


Binomische Integrale. 


V2rz — a? 


R Dës V2rz — z? 


9) | a"V2rz — dx — — 


mam- 


+Lom+ 


1) 
m AV — Vira — aż 


am März — ar 


m + 2 
TOR ED fi Vara — mas 
V: Japo, | 
10) [= V2rz — EP PDA LIE EZ 
E (m — 2)z" 
2m — — 
+r = e n V2rz — ada 
12) rdc HJ Vo a dr 
Vax + ba? b 2b Yo 
5 ads ( c 3 a) 3a? da 
wi Vax + bat 2b 4h Vo + 8J Vo 
ado a Dar 5a? 5as da 
M vers d» sp) Ye = sa. ye 
^o gda a Tax Bax 35 a3 
I 
"gy Vas cae U gege T wb uu) Vo 
35 at da 
T 1280 Vo 
= ado at Qaz? 21a? a? 21a*x 
BU VEI 60” GB AB ur 
63 at 63 as dr 
id 121) Vo — 356% Va 


E 2Vo 


16) CR greni 
c Vaz + ba? 


ar 


de 
= V ace TIS ( san + gaz)? Va 


4b 


842 


: da 
= S ave + ba? = 
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1 
(= bar bata 


15432 


)2Vo 


19) 


20) 


27) 


28) 


30) 
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8p 


He da 
a! V E 


35 a3x? 


1683 V, 
“te Kaz) 2Vo 


1 6b 
( Taxt | 354223 


Ti da 1 m 8b 16%? 
asVaz Egge > ( 9ax5 6302 105 a3 z3 
6453 128% 
+ 315 aia 315a!z? 3ldada JD Vo 
E rf 2(2bx + a) 
i Verr Ge? a? Vo 
$ edo 2x 
Vaz+ ba? ba? ay b Yo 
zw tf 2; 27 , 1 de 
Vax+ ba: L Va Vo 
" dr a: 3 Za 1 3a da 
vas ba? UNA Vo 20 Vo 
ado =(5 a) 1 la pda 
Vers 2b 402 4b / Va" 8b3 Vo 
ado == Taza 35a*z3 , 3baszN 1 
/ Vaar ba? 3b 1202 2463 | 8h lee 
_ Ba pda 
166 Vo 
Ju da SEN 4b da 
z Kaz Ss da? 3ax Vo 3a Vo! 
da | 1 4 2 r) 2 a 
"i wë Vaz + bat (- Dax? | bata )vs traf v. Vos 
E e d ( 1 sb 160 E 
Ji a Vas + bar Taa | Bbażaż ` 35asz/ Vo 
64.13 da 
^ 8585) Vas 
5 dr Er m 106 1642 
/ z'Vaz + bar ( Jart | 63a?3* God 
3203 128 bt de 
+ ss at St Vo ` 63a! Vos 
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š A da 1 4b 40 5? 
31 — = 
) J a Vas + ba? ( llaw i3 33ażat 9314323 
Zn 64 53 128 bt ) 2 51205 p da 
231 ata? 2316 2) Vo 231 a5 Vos 


da 2 1604 2b + u 
32 = ( E ) 
d Vaz + bar 30 34%) aVo 


33) ado x | 4(20x--a) 2 
Vaz + bać a+ ba a? | 3aVo 
N i ada x 2% 2 
: - (+) 
7 E Var + bać a+ ba S a J 3a Vo 
ado 215 
35 = 
2 Vas br? — 346 Vo 
36) de da < 2 y 8b de 
zVaz + ba? 5aco/o a.) Vo 
x da 1 2b 2 
37 5 ( = | ) x 
) a Vag + ba? Taa? ' Ta'z/ p/o 


16 p? JĄ dr 
A TY . Vo 
d da 1 4b Sp 2 
38 dar. al SĘ ( - ) 
) J «Vax + bat Doch SS 21a3z? 21a?r/ oVo 


64b f de 
^ 321a Vos 


e d een z a ) a: f dí 
39) ji dzVaz + ba? 3 SUE Vo 85) Vo 
40) J stas + Ae = EN a dz Va 
Ç ee a da 
41) jy z*dzVaz- ba? (à EE oVo-+ 100 [dzVo 
Tax Ta? 


Si? Same a? r. 
42) E ada Vau + ba? = (z 1-06 + i8 3) oVo 
— E Vo 
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e R a VER "e Baar | 2la?m 
43 T A da P Bg % | 
) A + bs (65 200 T Toon 
Tas N 21at / 
m. us) oVo + nf de Vo 


: E at llaz* , 33a?a? 
NM, | 
) dar Var + ba Tb 8402 7 98003 


BB asa lla 30 f 
32008 + 12801) "V? — 356 T Ges 


45) JE Vaz ba? — Ve 4- 5 v 


Ee nea dÉ 
in [= Vaz + ba + ba? = Ze Vo 


EH 
læ ,———. 1 2b 
48 FE a + ba? C Z 
) “Vax + ba ( Gua L gaz) 20 Ve 


BZ = 5 
A) f S vacuus moa n | m ah = E )20Ve 


Soa*r*' 1050323 


50) jn T PENES. E PM e _ Ba 2ba +a 


CLC TESI 
Bat ^! dæ 
+ pss Va 
51) JEDZ E S = zy f ae Vo 


52) "t dzVaz ba? = = (5% — on) o? Yo 
tam da Vos 


53) ader TT = (5 A Baz Bas ;) o Vo. 


el 403 


Sai 
— ius f azVos 


llaz? 33 aż © 
54 VEL Fr: d 
) ee = (5% mab: + 44805 


33 as CEA e 
= aon) Vo + ass Jf da Vo 
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143 a? x? 


Jen vir — (8; — ar + 


9b 1445? 


201653 


£3 e un) oyi | Jaro 
Job HD" 


2688 bt 3840 65 


15: 
56) pro Vaz + ba? DE +5 dr Ve 


3a? da 


SE ole | se Wee N 


Vo 


da 2a 3ab da 
uz L ba 2° L 
f& Vax ha (^ — ) Va [Um Vo 


[iS = Lb T 


FE TL = 2(a + ba)? Vo 


bags 


da 


b 16 LS 


12853 


12 


— 2 2 Dat Š qu A 
Java E jas o? bao 15a E OWA 


bas aem 


~ 102403 | Vo 


4 adaVaz + bat Ve gy favor 


J eas Vas + te =(%- un) 


112 b? 


w? Vo 


11 as 
un [as Vos 


5 NUR 
3 L bag 
f: dzVaz + ba G 14i + 


lla? 
224 al o: Va 


llas f / 
— un f az Vos 


"da 2 Vaz bat 4: E SC z "dz Vas 
"da Van F bar (E ! a Va 4 Zë AE Vo 
qa DP BIG Se") Va 
= E e 
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& 82. 


Sei aa + bart — o. 


1) [ow + bart") dr 


gm (gp pnb T ANA 
m4 4 
m--px--l1 m-J-px--1 3 Ge 
e ACL (m+px—n-+1)4 Jan ap da: 
(m+px--np--1)b (m+pxtnp+ lb FE 
amt oop pna d x 
= | m+ Pl dg 
(m--px--np4-1)  m--px-4-np4-1 G Ee 


s a= a" dz 
2) (aa* + (aa* F Damp 


quema m=px—n--1 ‘= pip 
LH ~ Un bant ` (p—l)nb Die 
>. captat (m — px — n+ ofa 
(m—px—mnp4-1)bor  (m—px—np4-1)b ur ^7 
Zë ee om-pn—px—npd-1 Ces ES 
(p —1)na wem (p—1)na Ge 


3) ee ieu. 


z o” pna RE 
(m=px—np—l)a"" (m—px—np—1) qnc 


Ge U doe 
(m—px —l)az"t- = (n — px Un zee 
Joe? da 
a) am (aa* + bat") 
1 (m—n--px--np— 1)b 
(m--px—l)aag"i*— gri ` (m+px—1)a 

da 

ans gp» 


ue 1 sj erp | De 
(p— 1))naart gr (p—l)na ZEE 1 
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2) Fair š 
1 pzx--np—n—1 da 


ENTE ZE (p—1)na PE 
6) LE 
m 23 pna fi en 
px+np--1 PE np--1 Loa 


8. 83. 


Sei u=at bz, v=at Bz, 4=af — ba, 


so wird: 
"e 
+1 kä 
1) ess = Ga rni ant Vu 
(2n — 1)4 emen 
-4- < ` 
Baam Es Va ^ 
> qa 2 een (2m —25-2-3)8 
9 ; 2 
2 / CUL CIR Vu (n—1)4 
v" 
Iz 
2 ym 2mp pe 
Sept V" SĘ UJ us 
u” 2 wl 
3) I Vu ae (2m — 2n — TDB ec? Vu 
(2n — 1) 4 uni 
dx 


(2m — 2n — 1)ñ | wen Ma 


1 De (2n — 1)8 
(m — 1)B o" aT tere 1)8 


d un 1 
———- d 
dup > 
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2 Vu (2m + 2n — 3)8 
2 S Ex (n — D4 wow Ss Qn — DI 
: da 

J pu Vu 


Ñ 2 4 on 

5) fe Vudz = pap? Vet) ya 
Uo 2 2m4 ee 

2 T i (m+ Db ° Vu — Gm 4-15 Yu = 

M ey 1 Vu | (2m—3)b 

1) e 3 (m—l)d v 2(n—1)4 


1 
— d 
RZA % 


$. 84. 


Sei a + bz ca? = o. 


Es ist 
1 b-L2cz 4-2Vco 


x 
- = l 
Jira 2ye ^ b + 2cz — 2Vco 
für c > 0 bój 
ex 
pass V eges 
für e < 0 


od Vo b 
Wee 
Va + ba + ca? e 2c 
u ada 3b? da 
2) d Va + har + ex (ze ¿Vo W^ po 
a? da š iba 5b: $ 
3) Terr (s; 12e T 8c? za) Vo 
5b bef s 
166 402 Vo 
«dz . par Tha? ES 22 ek 
2) NE wares UE ae ma + “lager Selz 
35 bs PR Vo+ Sz 15 ab? UE 


— teat we 1280 166 + Be 


Laska, mathem. Formelnsammlung. 
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5) 7 ada «Vo sas Um 
Va + ba + ca? De 
295 parda 
100 Vo 


6) Ji Var ee 


9 ` © 7 
1 log 2a-J-ba SAY H = 


SM ka 2a--ba 
y= ż arc ign TET = Ve ; a1 
7) 3 2 ak Yo b f da 
a? Va + bz + ca: az 3aJ aYo 
= da 3b 
8 - = 
) Dat + egi ( == + qz) Vo 
352 e SÉ da 
TUS re 
da Ber 5b 
2) TET - ba + ca? | 3az* Se 120222 
- [£5 — s. E Vo ES _Bbe cda 
8a: 3a ja) 16a 4a? f 
10) Ze h da | 1 i Tb 
a/a + ba + ca? | 4aat 24 a? 3 
la b: 25) 1 , (3568 be y 
96a* 8a?) a? LO 48 E œ 
T" Em 15b%c | SI da 
(BE a Ta "pell Va 


Sei 4ac — p: = x. 


da 


2(2ex + b) 


di Hy + bz + car 


x Vo 


12) M ada f 2(2a + ba) 
G Va + ba F ca” DR 
ada (tac — 2 0?) 2 —2ab de 
13 
) 4 Va HE ba + ca? ex |a Y sf 
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14) w. de at 2a pide 3b pada 
Vat ba + ca? Yo Ves Ze Ves 
15) [5 ado — (48 5baż 5ab pada 
Va + bz eat Qe 40 ie: 20 Vo: 
ES do 
(= e s) f Vos 
SE ado ¡2 That | (350 4a) | 
D [Wr er Br zaje] 
15 ab? m vada _ (35b8 15ab da 
Vo ( 12 c3 sa) ] Vos (Ga 4c? TA Vo: 
d da 1 b fds 1 de 
17 A 1 
) P a/a baca" aye Zo Vas + ad a/o 
18) f EE E L 8354 1 
a*/a + bz + cat az 2a!) Yo 


3b? 


da 


+( 


4a? 


"Ur if 


«Vo 


5b 
9 — 
I: J ares + ca? ( na t EES 
PE 25) H - (io 13be 
Sas 20) Vo 1603 — el 
15 b2 
+ Laa le 
Tb 
© f a= ( ra 12a: 2? 
(35 b: 4c) 1 eua 15be T 
124a* za] c 16at 4as )/ Vo 
35 bs REE MN 8c? ° 
32a* 24 us + a) J Vas 
35b% lóbe 
^ M6a 7 DUET zVo 
a) f da = _ 9b dr 
z Va + bz eg ipi Ven E 
be prag ] 
zos { 
12* 1 
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2(2cx + b) 
2) ife E $ Gee ie Vo 
cda 1 b da 


23 SE == s & 
d J- Va + ba + cx? + ca? 300 Vo 2°) Vos 
ado x b ue 1 
A BR | € 
© das + bz + ex? ( Sch 1202) p/o 
E PE da 
(ga + Av 
ada z be b? =) 1 
i: T Va F bz + ca? =( c aeo Be oVo 


b3 3a 2) dr 
166 46 Vos 
Jews d ) 1 b da 


wo TII Veri = (gaz " el Ve 24) Vos 


da 
+a > «Vo 
97 < da 1 BB da 
) J as Fos + cas? . ażo/o 24 che 
' de 


4 de (a 7, ma 1 
x Te \ Zog ^ tad p/o 


(S — 3) Tbe f de 
| E fant a Vo 


QcathVo , 4ac—b? pda 
29) Tae Se EK "ES A t 8c Vo 


— — e / b 
30) f sve ee = oye — y, f dee 
i — £ nb 
31) J =aaVa ha pea = (z — ga) ° Ve 


+ (Ga = 1.) f Vo 
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EES at bs Sb 2a 
PD ps T rL er? 
32) JE daVa+bx- ca? G EE DO 


5e 
Th — 3ab if 
ECG Es) de Ve 
TE Emme a 3ba? 21 bn a 
WELT 3 
33) f^ daVa-Lba-]-ca* = mios +(%06 za) 


705 49 a hi aW bi Tab: 
Gra + 3400] Vo 4 a 166 


J| oam ST x , 
T a* dz yo 


7 

115 
— ub [ #a2Vo 
3) [We Vota T +5 fe 


Bee CE ef 


rs dz ,—————— 

m f Vac iste =- (ra ! za) )Vo 
d c 
EINE 


d MG" OE". 
38) D = Va ba cz? Ve By, Vo 


3ax* 
i ( bs be ` dz 
" M6 ` AN ier 
CT A er 1 5b 
KC "erger a ren (> 2ŻR8 
» [5 Ko mer ma Tami Ta "D 
(Ge 5 A 5 b3 bey 1] 
U32ał  8a) 2? SS (Gre tea) rj La 
Si Din EE e: da 
128a? 16 a? Sab aia 
TĄ © 
40) f dzVa - ba + ca? =( + caer 


3x2 
+ se E 


34) Tada z 


e 
| 


www.rcin.org.pl 


Ed su ui A 


182 Trinomische Integrale, 


41) JEDZ + ba + ca? — Ve — E dx Vo? 


De 


TO OE E E 
9 Ada zyk 
42) f: daa + ba + ex = (5 — wa)” :/o 
Tb? 
+ (s rm 55) fa Let 
E A eme d a? 3bu 3p 
T Tq a$ < | 
) y asdz/a + bz + ex LG Ba T 498 
24 p 3b ab b : 
35 >) iż Ge B4 Ey dz Vo: 


<= as 11) z2 330? 
wid: Ñ P = s 41 
) f eus {= 120 T (4486 


4 


ee 


4 


KS 


a 3355 93ab | , 
16 S ya dal o Vo 


33 bt dab? a? UT 
lg ua a) f «Ve 
SR ec xo? Vo _ 4a "n 
45) wdaVa+ ba + ca? = EIS ada Van 


9c 
Tote Vo: 


© fiere te f 
JE 3 = š `d a Vo 


47) Mae a di, A 


Le 135 
18c 


ac 2a x 


-L [a Vos 


48) J SVa Tia om SL ia - raz) oe 


+ (EE) ye farve 
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49) VETERE Fes di m mun 
25 (a ra) £ pe o Vo Ki in) [Vo ns 
— (Ga — ; - fa S V = 
RR E. bm 


"Od 4az* / T 
cz + pei 


d ( bs 3bc' 
i 3p 3bże 3 pie f da Vos 


GË 
64a* Ga) y] z] SKS 
" M28at 16a * Sa? 


bse 3be 
== 3 
(ea; 75 f aevo 


AO @? 5xo 5x2 
51) f Va ba + car = ETT + ma + ma) 
5x da 
oA) Vo 


5) f zazVa the es? — SES — È isi 


2c 


53) | =azVa + ha + em =(E- pa 5) 9 Vo 


cz + b) Vo + 


122 


9b a 
+ (Gra == 5.) f ae Ve: 
—— —— —5 fa? ll; z 1152 
54) f stus bat ca Is. — Tas + sł 
Qa 1103 Bab 
-5 lw e E SS 16 ) | az Ve: 
55) ee 


— as SC S G +F iea 
© 


-H 3/00 
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se f S aka pes? Ve 50 [dzy 
Dä 
o Evite ca "=(- TR — re Taz)» o Va 
t +5)/zVe $ evo 


8. 85. 


Sei u=a-bx-ca, v = a + Ba, 
A —af* — bha ca, D = bB — jee 


UM = op un (2m — 2n—3)B 
D ER v^ Yu gs (m — 1) A vm Vu 2 (m — 1) A 


u” (m— 2n — 2)e 
GE due (m — 1) A 


1 gr (2n—1)4 
(m — 2 n) B v3 Vu (m — 2 n) B? 
uni 3 (2n—1)B 
om Vu dt (n YT 
ur 
o gu m 
1 SWĄ (2n — DB 
(m — 1) B vv 2 (m— 1) Bš 


un (2n — l)e 
J Ve L 1) p? 


WAS 
Ko EA 
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2) B Vu (2m--2n—3)B. 
JÁ Vu ` (m — DA eriw 2(m — UA 
dr (m + 2n — 2)e 
Jesu (m — 1)4 


dz 
Jesień 
8 Vu 


(Qn —1Avw-w 2A) wy u 
a (m + 2n — 2)8* da 
(2n — 1)4 EK wayu 


Ist A — 0, so wird 


3 / da 28 Vu 
) v" w Vu (2m + 2n — 1) B ov u^ 
2(m + 2» — 1)c da 
C (2m tan —1)BJ wwyVu 
y Te Es a) AA. 
4) fe Vudz = zyc” 14 Yu 2(m F Qe 
e (m — 1)A P 
fe Vado — Get aye vu da 


Vu B vu (m—5)B f Vu 
5 + => Gone ym 2(m—1)4 idż 


(m — 4)e LES Vu 4 
Š m — DAS we 
pm aż (2m — 1)B vi q 
p E dz me” "Yu 2mc maż 
_ “On: == WE ds 
me Vu 


B Yu Qm—3)B dz 
" F m 


(m — 1)A er? 2(m — 1)AJ eran 
(m — 2)e da 
~ (m= DAS y Vu 


Ist A = 0, so wird: 


8 zx 28 Vu 2(m—1)c da 
) [We 7 Gm—1Bw- "Gw DÉI wayu 
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ge. 
Integrale von der Form 


da 
ERA ) Va + bz + ea? 


J da 
(z+ p) Va + 2b4 + ez? 
m? = a — 2bp + cp”, eor e eia 
Va+2bx+ ca? +m 
L 2> 2 = 
a+cp?>2bp, J toy DL; 
4 5 — er) 


i m 


bo . (b—ep)(z-- p) + me 

IL atep?<2bp, J = pw qresin USUS 
UL a-Lepr—35p J— Vet tbat ez 
E (0 — ep) T p) 


dz 
E Lie m. 4 


H 1-4-pz 4- V1— pi V1 — ar] 
a < 
icr A FTP p" 


1 1 z 
Va j alain LH» p> 1 


da 
* feme 


ni = are cos e pi ut 
de Lig teet ViVe, 
= Veni” s+ p 
da 
) [5 L 


a 1 1 z+p—Vl1+z--V1+ P 
Vip "stp Vice ET 
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da 
5 (€ 
) m 


1 1—pz4-V1— p V1— r a 
log p? <1 
V1—p? 5 T—p y! = 
Vs arc sin 4 Ln 3 > 1 
CES 
Ñ da 
6) A PRE et 
(© — p) Va? —1 
1 1 - en Ka PA 
RR are cos EN 3 4 
24 log! —pz--Vp pj —1Vzi— zs 
Vs EX M 
de rs 
7) e GC 
(z 4- 1) V1. — a? Vasa 
8) X: dr E PARZE 
-pca L 


9) J = = == teg 
J (z-L-1)ya—1 Ek 


da SSA IEC 
zz ddr 
da 1 z + x?) 
u - ==, = 1 —— 
oa 2/2 en: 22) 
. ë la 1 1-E z — Y2(1 + z) 
19) vip. Z l Zë 
ler we 2y2 "1-24 V3 Ta) 


Um das "Integral 


da 
Ko J (u + Bz + yu? - --) Va + 26x + ca? 


zu bestimmen, zerlege man 


1 
A a E 
in Partialbrüche und bediene sich der vorhergehenden oder der 
nachfolgenden Integrale. 
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14) Sei Va — cp? — 2bpi =« + pi 


RE EE UT 
—€— C «z-p by Stew 
zzz TEN 
so wird 
GIVernIes ge deg le (cos p isin p)) 


da 


3 $ (a? + p°) Va + 2ba + cz: 


1 
ARS [ap — Blogo), pP «1 
= - LK (Bp + «logo, p? > 1 
16 
) Son: po) V1 — aż — aż 
1 pV1 — VL — y up pci 


Miop” Van 
= V S on ës | 

: are sin 2paV — V1 —7 ,p1 

Vp — 1 Var — p 


17) [sa = E 
(2? — p’) Va: =l I 
1 w 23(1—p9)—p*(31—1)-— 
^ 2py1 prae (ü-—p»)rg—1 >? E 


TA 1 POL EERS EES a>! 
»yp — 1 — 1: Va? — p: 


da 
p ces 
Ze Md AE 22) —(p VIE po? 
pi” ? (z— Vice — (4 V14- py 
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da 1 pV1 — a 
19 [- ——n arcign 
J eana" ite "its 
> da 
20) — 
ri (æ? -L pe) Va: — 1 
1 1 sVe +1 —pVz: —1 
vir” Vp? + 2 
21) So da 
(z* + p V1 + 2* 
1 r pV —p 
= vi $ arctgn ma si: ee p <1 
1 ul Mecki 221 
apVp— i "k-VrrsbtltMa-2P 
> 29) f ads 1 RAE E 
j (a: +p) V1 — a2 Wie” VIL VL a? 
ads p VEZ —1 
» f E 
java Vic» "Ve 
24) d da kx z 
ESCHER 
25) m ade 1 
(1+ 22)V1 + a? yi—2 
da £ 
26 = > 
id Ja = Wem —1 Ya —1 
97) f TE 
ewe Ke 
% f og 2V2 = Va= 
) Re: E ya Va? + 1 
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&. 87. 


Trigonometrische Integrale. 


1) [ FRoina, cos ©) d z. 


3 s 22 l—2 
Setze tgn Ž — sinz — = 
etze tgn 3 2, also sing Te cos x Il 
2dz 22 1 — ¿2 
dz inm tyne = 7 = cotg z = 25 


2) {ven FR (sin? z) z: Gina) f FR(zdz 
Vi — x2sintz 2y 0 —2) (1 — #2) 


Dieselbe Substitution giebt: 
3) nc CR f FR(1— de 


V1 — xsin g 2Vz (1 — xz) 


z 
4) no d en FR (s ES 2) es 
V1 — s*sin? a 20 — z)y1 — sis 


5) Sei a < b und a = bcos a, so folgt: 


3 da =! Ig, S3(0 — 2) 
a -+ beos bsina 9 cos z (a + z) 
J da 1 P sin} (a — x) 
a-— bosse bsna Y sing (a + z) 

Sei b < a, b = a cos B, 


ja = E arctg [tgn 1 B tgn 1a) 


a+ beosz asinp 


i da np 1 id 
F a-—besz asinp "CH leto tania] 
cosa da LASEK f^ da 

R SE TIT a + b eos z 

da 
7 = 
) [o + cos © m 2 


da z 
J 2; -29i 


DN 
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8) Ist a > b und b = asina, so wird 


; da 2 mo 10 St a 
PEL. er MEC Ue A L. me M 
Bi atbsina — — cosa aretgn LIE 5) tum s z)! 


Ist b > a, a= bsin«, so wird 
ri dx 1 sint(x + a) 
AUT "Roz Of 
a+ bsin z COS © cos ¿(1 — a) 


E da 1 ton sin} (u — ©) 
a — bsinz cosa I cost i («4-x) 
9) Sei a< b, beosa = a, 


Si da 1 log Sit (a — v) 
@ — bose Zabsinma Y sin (e + z) 
b<a, b= acos p 


J = i welgn gna 
7 arci T 
a? — b*cos?y — atsinB 7 sin ñ 


10) ki dë = B cos © ida ap — ba sina 


+ 6 cos)? a? — b? a+ beosz 


aa — LB da 
SR a? — b a+ bcos z 
E elt an esinz 
11) (n — DA — of F ccosa) — — (1 + ecos Kë 


da 


do » f (1 + ccosz)" ! de »f EET E 


d da 1 
2 Lar ay ya log tgn E KR 5) 
13) np Va + b mchu Va tyn + 


+ beosta ` Va Va + b 


TER. > ton = 
) 1 + cos z Tta 


15) Ist a? < b + ¢, so ist: 


E iei 
b 


J ` do 1 
J a+ beosx + esne VS e zt 
VLS + 2 — a? — e + (b — tn 5 
Vis + e — as + e — © — ain 5 


log 
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192 Trigonometrische Integrale. 
Ist a? = b? + et 
(S NR, eh 
c + (a — b)ign 3 
Ist a? > b? + ©, 
9 e+ (a — b)tgn 3 
J arctgn == 
Va = $s s= 9 


Vaz Dopo 


Ist a — b, 


J = + log (a+ ctgn 3) 


(cosa aide _ x 
16) J ERE cos p [y + cotg p „log [sin y + e eos p]} 


a dy 
s Gi caso) | ses eos p 


wenn 
b — igno und z-p=y 
gesetzt wird. 
Asing B-- Ccosz l 
17) [eri er +f = da 
b n— 2 L 
š Ra 5 cza ZT 


18) Sei 1 + V. — lignnz = w”, so wird: 
(cos x + V — 1 sina) FUR. ee ji du 
Y eos na 2— w 
19) Sei cosa +) — lsinz = z, so wird: 
y cospe + V. — lsinpz 4 E artnde 


Cos NE V iJ s(1+ Z") 
20) Sei cosa + Y— lsinz = z, so wird š 
fe cospe + /— 1 1sinpz 1, — gn dz 
sinn z 1— gu 
21) Sei 
eru n—2 aB—«b _ 1 aB—bo 
= —p? B n—1 ah? n—1 ai—b: 
so wird: 
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at B cos z Usina A+ Beosz , 
(ab cos > (a b cos x)" tf s gal 
22) Sei 


a se n 
= B = aa + 3308 C= bet ab, 
so wird 
J u + besala + Bosajda = Asinz(a + b eos c)" 
P + B cos x) (a + beosx d z 
; a+ B coss ba — sf 
23) Sn — log (a + b cos 2) 
- ue eiii 
$ u + B eos z "x x | m 
2%) See a a log (gn G d s] 


ap — ba da 
"T a n 
da 


(a + bcos + e sin z)" 
geht durch die Substitution b — rcosa, c = rsina in 
da 
[a + resi — 9r 


log sin E 
Gen 


25) Das Integral 


über, 


$. 88. 


Sinus-Integrale. 
1) S mos dic i cos (pz + d) 


2) n = (w) T 


+ GES, — 1) E de sin(Qn — 22 — 


db = — 8 
Laska, mathem. Formelnsammlung. 


184 Sinus - Integrale. 


3) ER sin ede aT v > (iy wii et ) 
cos (2n + 1 — 2x)x 
24-L1-—29x»x 
In den letzten beiden Formeln ist » positiv und ganz. 


4) IEC z)dz = FACE wenn z = sing gesetzt wird. 
yı em 


A < 
5) Jf swadz Sm SO Lm FT ZEE 


n 
Ji f śe sin” z (n Es + : = 1 diem 
E 
S) nr = — z" eos z + n | erd 
= — a" cos x + na" sing — n(n — y ahed 


sina da sina 1 "E 
9 cb a" — e = m n—1J a" = 


sina COS © 
Mba n Un Air? 


sinc, 
-yr mide 


i9 EE sinr-E(n— 2)rcosz , n—2 gda 


sin” z | (n—2) (n — Duc i sing 


11) ZELLE = w"! sinn g [m sin z — nx cos z) 


+ n(n — W sade hn H J sina qa 


19) @—D@— T adr = msns 

W rom au nn) | ds 
sin” ZA _ sims (m — 2) sin z ]- n x cos z 

m BE zma (m — 1) (m — 2) | 


B sano f o as 
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14) Jf saa = BLE IE 


15) "nt sinba since dz = — e 1592 


4l a—b+e 
*eos(— a-1- b 4- e)y , cos(a+b—cjc Ec] 


Kë —a+b+e 5 atb—e — a+b+e 
; UNE 1 
16) J aaa = — sin2x +yz 


Ss ho A TT 


` d 5 
3 = == 0 
17) f ada 13 008 3% — -q 005% 


18) nr = a sin4x i sin22 +7 d 


19) Jf swzda=— 9 gy 552 + gg 00532 — Š cosa 4 
ZS x um 3 

2) [E = — cage 

w) [ae stawi 

43) Fi "A i 2 V = x cotg x 

= Sse i i = s nis AR š log ign 3 


25) "i asinadax = sina — z coss 

26) LE = 2axsinx — (x? — 2)cosm 

21) T oued = (3a? — 6)sina — (23 — 62) cosa 

28) f sm (42? — 24 r) sin z — (at — 12 4? 4-24) cos z 


29) Jf omm = (624 — 602? + 120)sinz — (xs — 2043 
+ 120) cosa — — 


| y uf ŚLE de vide: Sinus-Integral. 


39) 


e 
` 
` 
` 


Sinus Integrale. 


sin® sina "cos 3 
da = — —= E d 
x? © A 
sina d sina cosa Sine 
ei fi 222 Ze -3 
sina LEE sina cos © kj. T R £ 
gi 323 62? 6x 6 
na sin z eos d sina COS x 
d u- um 
x 424 1223 + 24 x? + 24.0 
1 sina 
+3 d 
24 z 
m dx. Nur durch Reihen darstellbar. 
sin 
dx = zcotga + log sin 
sin? © ga - logi 
a sina + © cos c 1 x= 
-— == z d i + yi — de 
sind x 2 sin? x 2 SINE 
© simz--2zesz 2 3 
< ns - — — la cotg æ — log sin zl 
sinta 6sinda 3 J 
z sing + 3æcosæ  3(sina + Z eos z) 
sin^a 33 12 sint © 8 sin? © 


9 (ads 
+ si sin © 


Siehe auch ,Sinus- Cosinus- Integrale“. 


&. 89. 


Cosinus-Integrale. 


1) f» (po + gda = ` sin (px + q) 


2n 2nNsin(2n — 2x) 
2) f oci = x S Je + SEI 2n—2x 
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3) HR cos Hada = m2) > +3 S oe 


In den beiden letzten E ist n positiv und ganz. 


4) daO wę C082 = 2, 
Zeg, 


SE nc — 1 
5) f aaa = cos" x da 


E GEJ 


6) y da sini + n—2 da 
S E 1 2 
i co" yp — (n — d ud m — 1J corzo 


TL DEP 
forrada 
8) IEDZE = a" sing — fe sinzdz 
= sins -+ na cosa — n(n — dE 


" n ES COS z e TET 
a^  (n— lat n—l se 


cos z + sinc 
Ta Daz 1 (n — d (n — 2)a"— 


C E 
CES vie "EIL 3 


T (n — 2)zsinz — 008% n—2 ado 
19 J = e (n — 2) (n — 1) cos"! z KS n—1J cose 


11) w f amas odis = ami cosa (meose + na sina] 
+ n(n — 1) f anos ads — mm — y f actoris 
am eg, 
12) may f I. ar=— coge Un 008 a 


— (n—3)zsina] ta- | zz sora ee m(m—1) 


198 Cosinus - Integrale. 
13) n dz rmv C hei Prz ATR 
an E (m — 1) (m — 2) 


0: cos" x 
M efe dz + n(n — uy eec zma do 


14) n A Pere 


20+0 ' 2p-9 

15) Jans asta saa qa = 4 wa EA 
sin(—a+b+e)& |, sin(a—b--c)z , sin(a+ b — c) z 
F —a+b+e T a—b--c + atb—e | 

COS" z 1 SS. fon, (2x + 1) |" 

Wn n Ee „2 =P [eos 2n d 
ie | tee | s 
log ^ T1 2) 
PD z 
sin | m — 3] 


(Eë z 
3 = — = 
17) "c zaz = A sin 2a + 3 
18) fcotadx =} sinse +2 sina 
; Bb. 3 
19) [ estrdz= sin 42 + q sin2z + qu 


1 
32 
^ 1 5 51 
20) fossas =X ie +Š g Sin 3a + sine 
dz _ = LAWN TE sina sina 
21) J wsz = mtm (7+2)= ek, — sing 


aa 
22) | zag us 


de 1 sing 1 z £z 
2 = 
28. T IDÉES PE 3 log ton G "E 9 


3 EE N 
| 24) fee = aie +5 tgnz = tyne SE tgn*z 
d 
da 1 sine 3 sinz a z 
5 = » — 
25) cos U 4 costa tt 8 costa ei 8 tog tgn G sis z) 
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26) f acosada = coss + z sin zr 
27) f omnts = 2xcosx + (a? — 2)sinz 
28) f osa = (32? — 6) eos z + (a? — 6)sinz 
29) fuma (4.23 — 24 x) cos z + (at — 120? 24) sin x 


30) MELLE = (6 z* — 60a? + 120) cos z + (x — 2025 
+ 120 z) sine 


31) f M dx= vide Cosinus- Integral. 


32) [= FS as n 

33) Js dace 5 = ás 

m) fiic Et tr p fas 
» [Baa L s ss 


36) 0 ade Nur durch Reihen darstellbar. 
cos z 


a) f £ da = xtgna + logcosz 


cos? z 
z “sine — cosx 1 g 
be [= dz na +3 SS 
z 2zrsinz—cosr , 2 
D) | 2 a Ü| = RETE LS (tgo d 
d %3 Basing — cosa 3(wsins — cosa) 
pp FE dec —uess | a 
3 fade 
Ql U 
Siche auch: ,Sinus-Cosinus- Integrale*. z 


D m vę 


200 Sinus - Cosinus - Integrale. 


$. 90. 
Sinus-Cosinus-Integrale. 
1) Jf sino2) cos(q2) dx = "GEO + menzo 
2) f snos x) cos (ea) d = — iC ORAE 
cos(—a-+b-+-e)x | cos(a+b—e)x , cos(a — b+ e) 
^ apite ^d u+b=c nu a—bte | 
3) J cos(ae) sin (ba) sin (ex) da = ae LE 


NE Sg sin(a+b+ e)x "ten 


a—b+e a+b+te —a+b+e 
VR mp pane din == — SMT eenig, m=l 
4) f sin A cos" ada SEI SEH 


Sin"-? y cogn? x d + 
Sin"—cos'tip | m—l 
m+n m+n 


Sin" y cos" x d x 


sin"tirzco"z , n—1 
"ms "s En 
Sin" x cos*—* x d x 
— NATA COST 
"=" (sin c 
dë (m — 1)(n — 1) 
(m d-n)im--n — 2) 


m— 1 ] 
m+n—2 
sin"! cos" ?x da 
8) p^ da ge 1 ee 

Sin" à cos" z (m — 1) sin" + cos" z m—1 
da 
sin" a cos" z 


dë 1 EASDEM T 
(m — 1)sin"-! x cos" x n — 1 


x da 
" Sin" x cos"? z 
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5 - 4 : ^ 
sin" a 1 sing , m—1 sin"z C 
6) kE daz =— + : da 
cos” w m — n cog m— n cos" a 
1 sitig m—n-?2 sin" a 
E n — leos" 1 z n—1 D Ed 
1 sin™ 2 m—1 f'sin"z 
~ L cosmig n—1 COS" ST 
E COS" x 1 coar n—l cos" 3g; 
7) s da - E dx 
sin" a: m—=nsin""c mon sin" x 
l corta, m—n—2 cos" a 
z : re al 
in — L sin" zx m— 1 siny 
q onset de n—1 costa 
ER = da 
m— l sin™ 1x m—l sinag 
COS NT sinn —1zdaz cosn—2adxo 
8) a x 2 d NE = 
sin? a sin? sin" a 
9) de Ç o sinn —2rdz , 
costa 77 COSP— a cos? r i 
ki 
cos?" A Ë š Cza w I 
10) d = s= > C 1 (cos; 
"iw" 2n E 2n 
NELAM k 
sin — 4 
log | 1—— 
I sin? ax j 
=i L 
cosita O i e zzii 
w f es C dz =z- C 1} cos — : 
sin2na 2n< 2n 1 
un z 
l LZ =) ad uper: 
[tag tg Fed T lop tg sti — 208 z, log tgn 3 j 
cos?" A Si Zm yn 
12 f. : at c > 1)* (os | 
zi sin(2n + 1)x 2 x 1 e ) 2n--1 A 
4 


xx 


los tgn (s = isc) + log tgn d + miz 


xx x 
— 2008 ju log tyn 3] 
2m41 


cos mt q 
18) Ja dir= pO Dr (err 


AT 


sie. WWW 


202 Sinus- Cosinus- Integrale. 
+ 
Setzt man in den letzten vier Formeln E — z an die Stelle 
von x, so erhält man ganz analoge Ausdrücke, welche im Zähler 
die Potenz von sinx enthalten. x 
Dabei sind m und m positive und ganze Zahlen. 
x pceosc--(m + n)asina 
mpn 


AT i fe sin” x een de — 2 
m—n (m+ n)? 
f sin™— x cos" xd c — DO 1) 
(m-- n) 
Je -3 SHR z cos" z dz 


15) fe sin" x cos" d æ 


= qp sin” a cos" 


14) f ose acosada — ar sin" x cos" x 


psina — (m + n) © eos © 
p a er Ve ved 
(m + n)? 
m — 1 B E 
+ c? Sin"— x cos" ed a 


m+n 
np b 
EE a 2 » f^ Sin"— acostada 
- ny 
p(p—1) f E 
— EB a sin” © cos" z d x 
man 


COS" £ cos NE 


16 "n Esad = — ——_ AA 
) m+n 


HI B 
+ s f onem rsin(n — Dedo 
n 


m + 
17) f o2 cos nz da = D 
. m+n 
m Y 
+ s f oem «© cos(n — lado 
5 1 
18) | dpsing cos = — 3 cos" 9 
] 1 š 
1 S p sin" g = sine tl 
19) f^ q cos p sin" p Se sint! p 
; PAGE . 
20) d q sin? cos p = — 115 sin3 p — sing] 
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Sinus- Cosinus- Integrale. 203 
21) Ideen neg — Z qnie — o) 

22) ieee ost? = "dr sind p+ = sind —2sing) 

23) nm = — 3 t sin6g + aie 
= 29 — 2 ) 
j Sin2g p 

" 5 Lod 2% ende 
24) dp sin? g sg = — (5 sin T p + z sind p 


4 sin3g — 5 sing) 


25) J assi posp = A cos4p — 0029) 
26) Jf dose postę =i bę — cose — 20059) 
ie 1615 3 
a 1 71 3 
21) d p sin? g cost p — 35 gastyp — y mein) 
(28) [desing costo =al eio cos 5 p 
7 6447 5 
— cós39 — 30089) 


29) f 4o sooo = (5 cos8p + = cos 6 p 


— Y mein — 30829) 


30) De a sind p — sin3 p + 2sing) 


31) deoc mer = M 
= 3 PY +29) 


32) deac e = = a sin? — 5 sinó 


Lane 
KK 
e | ni | WË 


204 Sinus- Cosinus- Integrale. 
: Dy 3 
+) 3 4 ZJ = — — 9 — P 
33) f 4959 p cos 9 — 128 (5 sin 8 p sindo +39) 
34) NA do sint p cos p = A sin9 p + E sin 
256 X9 ` d 


— $ sinóg — 3 sin3 p + 6 sin y ) 


7 E 
35) nn == ix G cos 6 p — cos 494-5 00829) 


36) f tos oos =— als cos T p — $ 00559 


+ 0539 a 5 cos y) 


37) nmm Ds € cos 8 p ; cos 6 p 


1 : 
A cos 4 p + 3 cos 2) 


š 1 1 1 A 
38) nr 356 bs cos 9 p 7 0819 
4 b 4 
— z 559 + z 0539 E goen) 
Sta 2 1 1 5 
39) dq sin? p cos? p = — BI Ln cos 10 p — e cos 6 p 


+ 500529) 


40) nr — log cos y 

4l) fas Z = — sing + Ki 

42) fas I == = — log cos p 

43) Sara? = — SEE sing + | RE 
44) Jy dg wl are CH log eos p 
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cos? ar 
47) "ED We P + logsing 


cost — = costo ye 

48) Tue "a + cos p + = 
costo _ " cos? Dr A 

49) fas a= + log sin p 


50) fs sing — 1 


cos? p cos p 


+ sip __ 
^ Jar EE = my —y : 


sin*g 
m) fag apo 7% e Les 


53) n ( I 3 siny) 27-39 

54) fag mt =( z sio — $ sip + 5) mę 

w) Ja EET ] 
w) far SE men 

v) fag EL = — sing — sie 

58) Ja BE = (q oro — 5 089) 55-39 


w) fas 52 (geo + $ 080 LST ae 


206 Sinus - Cosinus - Integrale. 


y 1 
WË 2 costp 


sin p 3 dp 
6 = | — sins = = 
” fo 9 sig -( sint p EE sin 9) cos? p Pó. cos qp 


, Sin’ o 
= (— — sins "08 
9 amy = (— g sinto +1) gaj + 29 0os y 


62) 


+ log cos p 


64) 


sing 1 

w "n cost p =~ 3 cos? qp 
sin? 1 

66) EL => =3 WOR? 


e : Sin? = 2, | 
61) T do ze (sin: D 5) anh 


a A 
68) nr I ign p + p 


d in^ n 
69) (TEE sint p + 4 sin? da 


70) fas A esI 


cos’ p 


4 
sin? ju m 1 L.A 
11) fas a; (3 sin* + gm y) Ee 8 J nape 


Ç sin? 
72) Sr = diues 


4 
sint [INA 3 1 3 d 
73) fas ate (s sin’ p g sin 9) xg = ES 
1 


sin p 1 
4 s 10 2 08 
14) fas nie £ Ung — y tmp log cos p 


Man beachte, dass sin = — r) = coss etc. Dadurch er- 


geben sich sofort die hier fehlenden Integrale 
fa Cos” a f^ cos* x fa cos” © 
P sinig” 9 sig MT 
75) f m MS = logtgng 


1 de 
DNE TT ~~ (08 mE 
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irs + log tgn p 


d 
m Fit 


dq 
TT M + le 


dg 
1 nr p 


4 See A 2 és Tops 


Bo) laesione cos? p ai a Cia 
81) ni -( 1 3 ES dg 
EI 2 cos* p Js p +3 cos p 
1 3 
= np g costo 3 sin q cos? p 8 cog 
83) sf dg -( 5 18 11 
sm? p cos* p 4 cost p S cos? p 8 / sing 


+f 
cos p 


. 2cos29 


29 n 


SE + 2 log ign p 


dg 
Za at, 


A Sb 3 cos Ir sin? p Tu far 


Si n 


+3) ae 'gcos?g 


ER [= s ae 


3% nm 


4 sin? p A 
ET z = ) cos 2 p 
Bsm2żp — eng 
1 
G cost p 8 eos? sę) s sin* p 
TM dg 
S f ates Y cos p 


W nt -(- ue — erp) s20 plan c 


90) SER ao = 2sinp — fan (Z T 5 9) 


91) EZ ao =2g — imo 


us- Cosinus- Integrale. 
Ee E PADA 9) 


cos? 2 cos? p 


60829 ¿ zę) 
93) f ar gung (4 R 


R Sitani tmo L 


cos p = 
5 = 1 
+ z lytm (7 + + 0) 


95) PR ag = — 2005 p 
sin 2 p RS 
6) fue dy 0j cos qp 
mn 2 
97) Kg? 
BEER 2 A 2 
DRESCH (n — 2) cos" gy’ Inc 


99) ES dy = sin2g 


100) Sa 2 dq = 2logsing 


sin 2 2 9 
101) fre dg = — (n—2)sim-?g* PZ 


102) [ 2% dq = 2cospsing — p 


= 1 
OWE dq = 4sinp — Blogtgn (G+ 29) 


cos? 


ma [2 dg — 49 — 31 gp 


BEL 
105) TG ag = DEE p tm (3 +59) 
cos 3 =. a 
106) JE gy 9 = tno (2 as) 
WER] = — 2sin? p + log sin p 
v f us, 49 9. 


Sinus- Cosinus- Integrale. 209 


cos 3 p : 1 
108) | 29 dp = — 4sing y 
cos 3 1 š 
109) (E dg = Yu 4 log sin p 
cos 3 p 1 f 4 3 
no) f 828 sęp (n —1)sin" p (n — 3) sin" g* ps 
sina» 3 — 3s + lag ee 
un fs dp = 2sin? g +- log cos p 
DL y = —4cosp — i 
T cos? p ? cos p 
sin 3 p 1 D 
ua J Snps do = DETTO 4 log cos p 
sin3 p 4 1 M 
e ri cos" p e (n —3)cos"— p — (n — 1) cos"?! g’ 


115) 95 dq = g + 2sin p cos p 


TOW HE: dg = 3logtgn P + deosp 


mp 2 
sin3 p 
———- dp = — 3c — 4 
un pu dy 3 cotg p p 
sin 3 p W a ty 
c sin3 p T lo ey 
ua | 5523 dq = colg p 2 Sol 
8. 91. 
Tangens-Integrale. 
, ( 
1) Jf fma = s da, tgnu = 2 
n—1 
2) Ui tarada = Y Z — [4 tw cda 
Laska, mathem, e as 14 
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e ii 


E T 


OPARTE 
dx 1 da 
3) "n (n= di yz 
¿me 1 
y f ipsas — 477. + (= Kn a 


+ (— I)"arctgn z 
wenn 2 = tgna gesetzt wird. 


5) "nr = — log cos x * 
6) f eza = tgnz — z 
7) n =} 


8) S[mzar = 


9) f aa = = 


ign? x + log cos x 


Joie — tyne -|- x 


EG de 


tanta — 5 tgn* x: — log cos x 


10) zë tmada  __ log (cos? x + m° sin? z) 
1 + m*tyn* c 2(m — 1) 


11) JE dz = sin2alogsin(a + z) — cosa 


&. 92. 
Exponential-Integrale. 


1) [Ledge < fro’, a= e= 
2) A: 


a e 
3 feat aad 


Exponential - Integrale. 211 
ER . acosba + nbsinba 
4) feo dada = EG m7 s e cost! ba; 
n(n — 10 
4 a? — 2b? 


3 u sinba — nb eos b © . 
5) J metet = N ERDE uei 


¿xs 1) A 
UET a DE f eein zbada 


naled 


E 
ałgn" ada = —— DEST 
6) f* Jm aid x 1m a 


u f = iy ada — f rede 


paz 
7) fe cog" dp = — SE DEE 


dE et cotg" ada — Te tnd 
az Sine + (n — 2 cos z 
8) za u 


(n — 1) (n — 2) sina 
a? + (n — 92): en 
(n HUG —3)J sima 
e E acosx — (n — 2)sinz 
3 AC Bip (n — 1) (n — 2) cos"! z 
a? + (n — 25 em 
Y (n—1)n—2)J cosg 


da 


10) n de 
e= sin™ cos” a; 


= mL» Is la eos a | mE nsinz) 


ma : 
Ma An Ia J €"? sin" z coslada 


+ wa T r owada 


= opa lee (n T cosa} 
t af mein econ 


m — Dm — n) 
(m + n)? + a? 


f ems sas 
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f mmm as 
RT uae la sinx cos o + nsin? w — m cos? x) 
DESDE = 
n(n — 1) N E 

+ sen J esia com Sada 
=f arpa) siwis amada 

EP Sina cos? z 

tt 


+ pa etz teda 


+ EN T o-se ud 
=. e sin? g cos "z 
(m + n)? + a? 
+ r= 
MEE rr era 
11) n + isinbajde (i—V—1) 


[a sin z cos z + n sint x — m cos? a) 


{asin x cos z + n sin?  — m cos? x} 


__ ae eos ba + isinbz) fı 
a -} bi (a Ce bijs 
n(n — D n! 
arras hl hex T 
tan GO MEGI | n(n— Warn 
12) VEZ da: ae ye + S 
RI bet E 21 
R log"tla 
ada ` ar a*loga 
13) KR g^ — (n— Dei" (n — 1)(n — Ya? 
a” log? a 


 @ l) — 2) (1 — Bars 
log a at 
DE ga $a 


14) f= loga log a + Ey logra + ¿E logra ++. 


Exponential-Integrale. 218 I 
15) y D FR 
16) [== + = L aretgn (e°) 
17) f = bem = Sa arctgn (V5) 


18) | aine — log (a + be) 


1 Va + be — Va d 
e ye + ben: mVa "d Va + berz Va 


w f TT RII 

21) [ze 4: = e(z—1 ` 
22) Taer =e - 22 + 2) 

23) f 269-69 — 343 626) 

24) fuei= ez (at — 42° -- 122? — 24x + 24) 


PE = 


25) VELLE = ez (a — 5 at + 20 3? — 60 2? -- 120 z — 120) 


26) J Z da, vide Exponential-Integral. 
e e eda 
27) Sue ET E 
, e 1 1 1 1 e da 
mj Se Aer Ali TEE 
e 1 1 1 d E Ge 
ke KEZ E Ked er 7 he 


m [Stem eee) Se 
em (sin z + a eos x) 
1 a 


e (asing — cos r) m E 


32) 3 ersinzde — Os is 


31) je cosa da = 
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33) Ser aas - Cosa sins tacos) | 20% 


4-l-at a (4 a?) 
E e sin a |a sinz — 2 cosa] Ze 
84 fe 2 = | 
) u 4-ra* | a(4tay 


35) feted — tatma—1,a forimada 


* $. 93. 
Logarithmische Integrale. 
1) Laad: = ses m 
y fesundi= f penna: 
5 J mma en a + » nil 
y iaie = aw ay w ada 


de _ T 1 da 
5) Se Zune 1) (log zy "Lc (log ac yi 


o fem (ogy de = Cap m f mma de 


am "E anml m--1 gm 
1 YE ay t=>- (n—IDogzy ta if (gap 197 
8) fu beis lat qa = CERDA Aus 


(m + 1)b 
1 (a + be 
X (misi m © da 


w x š wk 
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log x d x log z 
5) Ser TE 1)b (a + b a" 


JR Du zi 
log z + 1 
(n—1)b(at bay  (n—l)ab 
1 mA 1 
(n—2) (a+ bay ' (n—3)a(a-- ba)" 
1 
Taa ERS rK 
1 1 
tipo Tea Fe) 
1 z 
Tx SE 


10) Tedeh La RI log (a + bx) 


Poza amida 
mt lJ a+ bz 


11) E secure loga. loga + b a — zG je 


tal jara 


= (log br)? — (i += EI 


Greg zB 


da logsz, 11 1 log? 
12) | EE ona) RS rn E 


13) f aqa) aqa = CHIP toga — © ga 
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E 4 4 
15) f + ba) oy ada = la SEH log a: 5 log x 


3 
HES 
q 0b 


1 1 
2 h2 43 Sad 
z a bax 16 bsa 


aña 


Ges da ; log x log(a-+-ba) — 3E log (a 3-ba)da 


) [EE 
Dieses letztere Integral bildet eine selbststündige Transcen- 


L bay 


dente. 
E log a: log x dz: © 
i Fa 1 bap Y ba + bz) "ab log a— ba 
log a: N log a: f 1 
sd fa ns 2b(a + bay | 2ab(a-]- b SL 


Tasa UT £3: 


19) S7 log a d a: 
e + bz 
Va+bx bai Va] 
2 ) 
)Va 4- ba tk Valais Ys y a>( 


2) Va+bx- Say aco 


[sin (log z) — cos (log x)} 


f ACZ 


2] 
; je 
20) Ta (log a) da = c 


21) f toas = 5 [sin (log x) +- cos (log x)}. 


& 94. 


Integrale cyklometrischer Funotionen. 


Sei [ro dx = (x), so wird: 
9 (e) da 


1) [rowesinzaz = g (1) arc sina SKS 
V1 — m 
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2) 


3) 


5) 


6) 


1) 


8) 


€ 


9) 


10) 


11) 


12) 


13) 
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d, f (a) arc cos ad = g (a) are cos o + J WŻE d 
— 2? 


fro arctgnadx = g (x) arcigna — A g 


Jf femen = garcea + PL, da: 


Insbesondere ist für n Z — 1 


š ge , 1 w da 
W gre sin z dz = — aresinz - — 
n U VI — x 
SE dz 
ar aye cos a d z = — are cos a +2 
n Vi— si P 


pn = 
m" grotgnadz = T are tyn - AL 
Ç n i n T + a 
an 1 wda 
on are cotgada - arc cołg c + 
J OE 


nV1 


an 


Se sing)" dx == (arc sin oye + 


n(n — 1)z n(n — 1)(n — 2) V1 — a? 
are sin? z are sin? a 


mu" 
y (are cos x)" da = (are cos x)" fo — „Vie 


arc cos a 
n(n —1)x , n(n — 1) (n — 2y1— 22 
arccosta | are cos? A 


+... 


+ 


cada : y 
ITs aqresinz = c Vi — a*aresin a 
1 — 2? 


ada ; 1 1 e 
= are sing = —a? — 7 «Vi a2 are sin a 
VI — 22 4 2 


+ i (are sin a)? 


ado . 1 2 
"— = g? — 
Me Er. are sma = gu + 5% 


= i (221-2) VI — a? are sina: 
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14) / = da: 


z we sma == — ra +5 


1 PEE T 5 
— g (205+ 32) VI — a? are sin: + ię are sin? © 


Ñ la h Pare sin z 
13) n= are sing =Z esni zi - log (1 — a2) 
TT 


V1 — a 2 
T dz ` are sin a 1 1—z 
16) T Mea — resina = il mem + y log IA 


17) T 1 d < arc tgn z = ' arctgnalog (Y + a?) 
1 (log + 2?) 
- LES 


æd d 
18) SS arcigna = c arctyna — S log (1 + 22) 


= i (aré tgn x)? 


ada 1 I] f € 
19) J3 += arctgnz = — y m 4% (1 + a?) are fun a 
— f aret m a SE 
METE 
ada 1 2 
- — aeg La? 
20) Ją Ta arctgn x 6 a? -] š log (1 + a?) 


g3 1 
=p E = z) arc gn + 5 (arctgna): 


21) T j z da arc tm a Vi a aretgn a 
— a? 
wV2 


+ V2 ure lun Vi = — arcsin a 


are sima 


3% are sin £ de E 
E. Fe + pap Bie Bu) 


metan Y CBOS), ar ge 


ner: CENNE 
R arc sin a 
(Bid Ba) 
og V (82-9 (1 EDT VB 4) 1 — DU am 
AVR a VETO Va o) np CS 


e 
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v are sin a are sin a 
23) nz = "Pr 
ZŁE lu z > 
Ter? TO EE 
EN LA 
2y(1 + yz) 
bo AA eV SOE) very 
eo yea 
arcignz q 1 elfo Ban 
24) Mo le Erge rema] 


25) arc Du Së a arctgn a 
Tyre” id dye 
> us ye rim ‚a<h 
= s 
> aVa+ ba? 


1 Va + ba? —Va — b 
FT" WERSJE ro pé 


Integral-Tafeln. 


B. Bestimmte Integrale. 


Einleitung. 
A. Einfache Integrale. 
1) Sei 
EZ 
n 
ferner q (x) eine zwischen den Grenzen a Z æ Z b endliche, 
stetige und eindeutige Function, so ist 


= hà, limn =œ, limh = 0, 


D 
[eda balle p(a-+h) + p (a 2h) L---- 9 (b AN 


Man hat auch 


b 
foma = y (b) — v (a), 


a 


wenn 
dv(r) 
da i 


frons 


hat einen bestimmten Werth, wenn: 
I. f(x) innerhalb der Grenzen f(«) und f(ß) endlich und 
stetig ist. 
IL Wenn zwar 
J (ë) == o fires tc, 


p(x) ist. 
2) Das Integral 
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jedoch so, dass 
limöf(& +- 8) = 0, für lind = 0, 
oder wenn 


sO = 0= ut E. iżw=ś 


SE) = v(x) log (£ — E), : 
wobei aber Y (E) weder Null noch unendlich wird für « Z £ Z 0. 
HI Die Integrale 


[reas frons [reas 


haben einen bestimmten Werth, wenn f(x) endlich und stetig 
bleibt innerhalb der genommenen Grenzen und wenn 
lima f(z) = 0, n1 
für resp. 
lima =o, limc=— o; limz--eo. 
3) Aus der Definition folgen folgende Sätze: 


b a 
peer (r 


VLLL Se 


b 
= frois eme azBzb 


b—è 
= [ow(zdz $=a--(b—a)6, 0 < 0 < 1. 


Paade e [odda 


b b y b 
Joors inse faai 


4) Es ist 
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5) Man hat: 


b 
[toda = 0 — ori), & —a-4-(b—a)0, 0<% <1 


i 2 
= — DIE) y «bmp 


A = Ht 1 er l P 
= 146) la —qy (ac SG 
1 


w De = gin 1 
(q = Ain" 1 (q — a) 


n—1 


f) f } a,b< q. 
Ebenso ist 


b b 
f >e) faqe =o la 4-0 an) fro, Wa Es 


wenn f(x) in dem Intervalle a 2 z = b sein Zeichen nicht 
wechselt. 


b b a 
f p (z)f (z) dz = q (b) [fade — g (a) Trade 
ú f š 


- [Be reyaaas, azĘzb 


a 


6) Es ist 
Trade = 2 im wenn f(— 2) — f (x) 
+“ i 
wenn f(— 2) = — f(x). 
fron. Së — a)da 
2a 7 
/ p (z)dz = f Ig (x) + p(23a — x) dx 
7 5 
Ist 
E pa — z) = (v) 
so wird 


sea focas 


Ist dagegen : 
9 (24 — z) = — g (z), 
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2a 
DE p(a)da = 0. 
0 
Man hat weiter: 


$ oe une Doch nachdem b= 0 


[re Der =} ffos 
jer, 


T nz 
ler 2 ye mu; [Weir 


Schlómilch, Analyt. Studien I, S. 83. 
e + +) arctgn c i = dL + De 
Pra Sie awe TS DE 


Liouville, Journ., Vol. XVIII, p. 168. 
ae) zeta dí oO log? (Frallani). 


2 
0 
Ist. 
f(x)-— Sy a, sin ma 
g(r) = > b, sin n z, 
so wird 
2 / Ff) pada — Dan b. 
k 7) Es ist 
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wenn 
y =u + (w — we 

gesetzt wird; diese Transformation macht variable Grenzen con- 

stant. Man Kmec ferner: 


a j res 


ba 


fron fiata dą cate 


A ja--baj dz ° a+ bz 
n (b DES jaz a D "3E s 


8) Ist die Substitution x — g(z) mehrdeutig, so bestimme 
man e, aus 


g'(z) = 0, a Z= uz b 
Es wird sodann 


b a, a, L 
f ade — f Poda: + f Pads +... f Fedez 


9) Es ist 


i fo oaz = f 469a, 


[1 


wenn die Grenzen a und b constant sind in Bezug auf a; da- 
gegen 


d lb d 
is fen a) d a = fis = 2 Hp UK 9 (a, a) Te, 


wenn a und b Functionen von « sind. 


10) Die im $. 1 gegebene Definition des Integrals 
H 


fro dx 


ist nicht mehr zutreffend, wenn die Function f(x) für einen Werth 
æ =e discontinuirlich wird. Seien m und w endliche Constan- 
ten, ferner e positiv, so ist sodann 
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c—me 
n = lim n + f roda) für lime = 0. 
“ etme 
Die conventionelle Definition des Integrals in diesem Falle. 
B. Doppel-Integrale. è 
1) Die Umkehrung der Integrationsgrenzen ist im Allge- ] 


meinen nicht gestattet: 


a) wenn sie variabel sind, 
B) wenn die Function zwischen ihnen discontinuirlich wird. 


Sonst ist 


x< 3 oR 
Jas fassen = f a f dz f (x y). 
a Y y ç 


NB. Man kann naeh dem Vorhergehenden die variablen 
Grenzen immer in constante umwandeln (vergl. 3). 
2) Allgemeine Theoreme: 


[fom m 2)da Wer is | e 


ff noms b sin cos y + csin( siny] sing d 0 d v 


== On finian 
- 


wenn 
R=Va +b: + e: * 
(Poisson) Bertrand, Calcul Intćg. p. 461. 


3) Sei 
N y = y + (Y — w)t 
so wird 


L 2 SE 
g (z, j) dz dy = (Y — y) f o + (Y—yo)t} d x dt. 
Ti Eye 
4) Umkehrung der Integrationsgrenzen. 


Es ist (vide Fig. 1 a. f. S.): 
n 
pcr 


- Bestimmte Integrale. 
Es ist (vide Fig. 2): 


Insbesondere merke man: 


[f emm f] orm 


a GE Sus a 


[Je dandy = | Jean 
lay 
+f fremens 
TE 


f [nominis Uran 


M sy 
c d 


+/ i 9 (5) dy dz, 
b 
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Ss = Doran dz 


— Ex 
ff 9 (s, naiay= [ve ydy dz 
(py 
2a 3a—z a Vay 


J [renia f. g (wy) dy de 


2m 
3a Bay 


+ J fpanaras 


0 


Dar PE (ay) dy de 
0 Yaiza D Yap 
3a a 
tf foe pdyda +- podda 


a Vë z a 
{pprova q [reosb,rsin0)rd0 dr 
0 0 
24 Vaac—a? S 2a 0099 
f [semis f fein vanas 
0 0 


"x. 
H 200050 ga OT 


f [nmm ` [foworaran 


Einige Litteratur vide: Todhunter, „A treatise on the integ. 
cale.“, p. 237. 
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&. 96. 
Einige allgemeine Integralformeln. 


(Vergleiche die Bemerkung am Ende.) 


bq uż 2| h= z 
0 


Ser 


D > iu) udu Dr Prada 


" miu fc iu) hau 1{ ^ f (a) d 
» f 2. hp 21, h— z 
f(a)dz| 
+ TA r| 
0 
= hl l ; 
3) en TA iu) Reg = Z F(h)logh 


sel ës, , Pre.) 
x 1| h — 0 Së JI D Ce 
0 


E e) e i P 
0 


EI dE ESCH 
= ri hai 
U 


5) y J (e) + f (e) dz af fla swa) dz 
V1 — 2acosa + a? lA — atsinż c 
sin? e 310 - 
6) IO EE n D) oi 1 


= für er), a? < 1. 


Liouville, Journ. XIX, p. 423, 


www.rcin.org.pl 


Allgemeine Formeln, 229 


+8 : 
ł pasi) + ap (e- est | 
7) fas pte 2 = E JS z Ip (75) + y (e99)] 


8 ? R 
" g (e) + v (et) 


T 
8) xd A 
J. w -- 2 


Sitzungsber. der k. k. Akademie der Wiss. in Wien, 1857, 
S. 29. 


= zi fp (0) £ y (e) 


T VIC E em) + [f(a + e] (1 — p cos z) dz 


m 1 — 2pcosz + p? 
0 


0) 


A = fle + p) + f (e) 
g + ei) — f(a + esing 
10) E fe RAE SS da = f(«- p) —f(a). 
D] 


1 — 2peosz + p? 
(Poisson) Bertrand, Cale. Intég,, p. 169. 


P f (x + iat) + f(r — iat) dt 
d te 


1) 
a 


(Abel) Bertrand, Calc. Intég, p. 171. 


= zr f (z + a). 


MAC + iat) — f(a — iat) 


12) dt — iz[f(x + a) — f(a)]. 
n t(1 + t?) 
Ist 
F(z) = 4, + Az- Aaa? pen u= ze 
f@)= a-- az + 0848 p v=2xc%, 


so wird: 


2 Ag ay + Ay a, 2? + Ay ag at T 
1 2 


=s (FW + Frei (W) + f] d. 
Ist i 
TET. 
fy) = i = Ech 
so wird 


13) "LIS + v (2,2) dz f (p0) + v(a,2) da. 


Mathem. Annalen, Bd. 4, 8. 551. 
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14) f dx f fendy = j^ A [fama 
H U Y 


Serret, Cours de Calc. Intég. II, p. 295. 


E 1 
15) J Gsm es mt an) ede — sinna fwa — uydu. 
U 


A 
(Kummer) Bertrand, Calc. Intég, p. 176. 


a 1 
Yi OE ING 4 — 
Y J e Pale de uda Kee 


Todhunter's Intégr. Calc., p. 281. 
w — F a C TA FTO * e 
= a [f(a + e) + f (a)]. 


Tbid. p. 282. 


sina da 1 
> J 1 EE + ale SE = = >) = 
— [z(a +O) — so 
Sei 
9 [r (cos p + isin eil = gilr,p) + i p: (r, p), 

so wird: 
19) Pur =Z pem) 
20) / ar = F lP ee) — 707 
21) "n fF — 71960) — 900) 


22) f we» ugs gelen — cen 
0 


Dienger, Diff- und Integralrechnung, 1857, S. 263. 
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23) J 9 Ccosa)sinted2=1.8.5...21—1) f p(eszyessizaz 
0 0 


i ist beliebige ganze positive Zahl. 


(Jacobi) Bertrand, Caleul Intég., p. 174, vergl. auch 
Schlómilch, Analyt. Studien, II, 49. 


24) Ist 


y. am g (x?) d c = Am 


0 


Bee ern 
J ge (o gd LA ons 


5 
so gilt nach Cauchy die Gleichung 


SÉ 3) (n+ = 
T (n a a 44 (n+2 Det See DA BE 


Bertrand, Calcul. Intég., p. 228. 
25) Ist f(t) endlich und stetig zwischen 0 < ¢ < œ, so gilt die 


Gleichung: 
u? (t)dt 
fo-( OM R, festo 


Schlémilch, Analytische Studicn, lI, 158. 
26) Man hat 


a TI 
d L gr a dE = ua (900 — PO) 


o 


Satz von Abel, ibid. S. 111. Vergl. Crelle's Journ., Bd. I, 
8. 153. 

NB. Alle diese Methoden gelten, so lange die Entwickelung 
nach der Taylor'schen Reihe móglich ist, natürlich, wenn diese 
ihnen zu Grunde liegt. Vergleiche auch die betreffenden Capitel 
der Functionentheorie. 
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8. 97. 
Mechanische Quadraturen. 


Bei allen diesen Methoden darf die Function innerhalb der 
genommenen Grenzen ihr Zeichen nicht wechseln. 


"fede = | EN pe) pen. 
D) [fear =F (10+4, (7) ESC) zg FO) —-- 


5 
2) Sei 
Y == (0), nh=4 =, m =uh Wera) 
so wird 


A n—2 n—1 


? 1 2 4 
(i feds = y hm +9) + + d Val = Ye 
0 


ic) 48... 
2=1 35... 
Simpson, Mathematical Dissertations, 1743, p. 109. 


3) Sei 
x 1 
y f(a)dx = nh (i f (nha) da. 
Setze 3 E 
f(x) = m + ev + asa? L aa”. 
so wird: 


f feas = nh Ayo + Am + As ys 4 AnYn} 
0 


1 
pm 
Ay == Ags = x da 
0 
n m nc(nr — l)(nr —2)...(nx — n) 
i na — p 


TH U 
M, = X, fire = E 


Cotes, De methodo differentiali, p. 32. 
Für » — 2 folgt die Simpson'sche Regel, 
Für n = 3, 4, 5, ... 9, 10, ergiebt sich: 
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d 34 
2: fædre = A (yo + 83h + 3 Y tm)". 
4h o 
° 7 2 
i f(z)dz = g5 (h + w +g + w) + z w 
$ 
5h 95 ap 
K ) 29 
l f(a)dz = (Yo + Ys) + gg W + 90 + gg W + th): 
` 
e" 9 
] = — A en DM (Su Ñ L 
Sæde = gig (W + w) + gz W + W) ze (h +0) 
U 
3 
GF 105 Ys 
7h 
SĄ 751 3577 
f(a) dx = ng W + Y) + Im W: + 99) 
š 
49 2089 
kv + 4 fe 7 
gap W: + %) + 37389 (^ + 92) 
sh 
A 989 2944 4 
fada 28350 (Yo + Ys) 14175 (Y + Ne) 
H 
464 vm La 5248 y e 454, 
aa WT AT ave 
9h 
SE 2857 15741 
/ f (z) dz = sagen W + w) + s5600 (^ + w) 
U 
1209 2889 
| | 4, We : ^ La 
| zu th EY) + pagg (Ys T 99 E 44899 (^ +95) 
10h 
? 16067 26575 
dÉi n | 
f(a)da 598759 (Y + Vo Al Gase ag (n Ww) 
H 
16175 5675 4825 
1 - 2) — —— 3 
199584. W: + Ys) + 397574 Ys + Ne) — 57086 (Y + W) 
17807 
+ 34048 Y» 
4) Sei 


p (x) = f(x) 


dolz) = g (z +h) — p(x) = 


mih 


f POL 


D 


*) Dieses Resultat hat schon Newton gefunden, 
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so wird 


ath 
i 1 
fra hf) + zhaf(a) à Bih A f' (a) 
se E B, Af" (a) — ..- 
r 
yA gp (r)da — h|p(a) + pla +h). -ola nh) 


1 
3 Me 0) + pa — Z Beier — 9 (0) 


ae ABM ig") — g” (a)) — gi B. pb) 
— gm) poe 


Sei ferner: 
b—a-—p-—8f. 
so wird: 


b 
[A y (2) da = zéien [217 [g (a) + el + 352 [g (a + 20) 


0 
+ g(a + 60)] + 486 g (a + am + HE 


+ g (a + 30) + g(a + 50) + g (a + 70]. 
Diese Formeln riihren von Euler her. 
Vergl. Bertrand, Calcul. intég., chap. XII. 


[p (a - 0) 


Einige Coefficienten von der Form ii m 
D 1 
75 = 008335 33333 D: — 0,00000 08267 
> = 0,00138 88889 m = 0,00000 00209 
3. H 
= = 0,00003 30688 m — 0,00000 0005 


5) Methode von Gauss. 


h n 
f Pod =4 [X +0 
5 1 


2 


= A R.g(a,) + o 
d 
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Dabei ist 


a=h—yg, F(g + 4.0 = o (p, Ra = + y Gm = - aa, 
œ sind Wurzeln der Gleichung: 
= (x? = 1)" = 0 
g(t4-1)— L, Lt Lt? + --. 
WSE ^ E 
e= TUS TREPA CERES V] 
wc n=2 n= 4 
a, = 05 a, = 0,2113248654 a, = 0,1127016654 
m 1 dy = 0,7886751346 a = 05 
" a i AA : a = AS , 
1 R, = R = ig f 
0 — 38) ** 1 
pom 2800 ^ 
n=4 n=5 
a, = 0,0694318442 a, = 0,0469100770 
dą = 0,3300094782 à; — 0,2307653449 
a, — 0,6699905218 à, = 0,5 
a, = 0,9305681558 a, = 0,7692346551 
R, = R, — 01139214226 a, — 0,9530899230 
R, — R, — 039260725774 R, = R, = 011846344 
log R, = 9,24036806 R, = R, = 0,23931434 
log R, — 9,51331428 64 
1 R, = 225 
9 = m 7^ log R, — 9013584349 


log R, — 9,3789687142 
log R, — 9,453997456 
1 
e = ua Lu 


6) Bei allen diesen Methoden wurden iiquidistante oder 
bestimmte Werthe der Function als bekannt vorausgesetzt. 

Sind zwischen den Grenzen a und b, & &...%, nicht üqui- 
distante Werthe eingeschaltet, so wird: 
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J ren Ero] Fe 


tX fea 


BC NES 
wobei Pr 


g (z) = (z — a) (x — b) (a, a) (© — a)... (z — ay) 
gesetzt wurde. 
Vergl. Dienger, Diff- und Integralrechnung 1857, S. 537. 


7) Man hat 
2 A, 
n RE XE DI 
e T " 
PEM “= tel Tees) 
TCA Joss 


Schlómilch, Mathematische Abhandlungen, S. 103, 1850. 


In Bezug auf die folgenden Integraltafeln bemerken wir, dass, 

wenn nichts anderes bemerkt ist, wir mit 
a, b, c... m, M 
positive und ganze, mit. 
p qr... 

ebenfalls positive, sonst aber beliebige (rationale, irrationale, 
gebrochene und ganze) Zahlen bezeichnen wollen. 
Bei bekannteren Integralen ist die Quelle nicht angeführt, 


&. 98. 


a! 


4) J“ dage KE >0 
1 
, ow... px 
5) JG = dz = ps" AEN 
Crelle, 33, 13. 


oy / CH a) 2 E 77. SR 


JE 1+p pz 
h z) ede yr Crelle, 38, 162. 


7) 


Tr 


z / A 
sa y » sys 
wf sind 
g r a= 2008 um ono SËCH 


ES D Ytj ferrea el 
- 
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m — sinph 
B ita ^ sinpx sind’ PEN 
Legendre, Exerc. 4, 103. 


ES da 1 
ber EFR ya 


1 
1 par 2 
Wa. esce log p 


Schlómilch, Studien, I, 7. 


b e 


a/a 
15) iv dz = 2 zj 
Schlómilch, Studien. 
108 


16) aana 


17) Durs 1 — z = 


0 
1/2 
20) fe ids VI z = = 


Crelle, 35, 13. 


a—1/2 
21) [omm = == Des 1 


1 mn x 
22) feo — tae = DT zin 


PUJ 
18482 


1 
1 
23) far — r) ade = 
SÉ 


318 m 


Bestimmte Integrale. 239 


s n = 
F de "wy : TE 
26) Joes d tog [Vp 4-VÀ + p| 
27) [mei T n 


de 
p fo — z) y 


it EE BU 152 
29) fi ee =: N ka 


1 da = 
P Kache Ge poco 99 


m? 


1 
31) of etu — «dx = 2 — x 
H Kä? 
32) "m — 0. Mascheroni, Adn. p. 18**). 


33) f Vut Ye Crelle, 17, 1. 


1 
le (log)! dz = (— 1)" as QE 


*) M. Ohm, Die AR EA bestimmter Integrales, Nürn- 


berg 437 8, 
ascheroni, Adnotationes ad Cale. integ. Euleri Ticini Galeatis, 2190, 


' 


36) Sevi Ys 
37) n a 


2 
38) n: de 5 
ETE ur 
1 
log x e 1 
40) j re DEN ET 


H 
> Fo rer s 
0 


1 
42) Jan de= sing 


3 Crelle, 38, 331. 
43) "n di (1 — cos q) 
y g 


1 
44) n 
45) E 


1 
46) Jf sireazajdz = 0. Crelle, 85, 1. 
H 


log a: c 1 
47) [atadas 
Z 1 
bre ; bgada = — Se FaF 
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= 224—1 
š Grunert's 
GEE 92a—2 Archiv 6, 434. 
50) fa ME. eebe = EE ae By. , I 
o 


1 
da 
51) — log (1 + xr) = 
E 


1 
52) f wa a= $ 
9 


1 
d 1 | 
49) [i Tr (log iyi = Ce a? By, | 
7 
8 


1 
53) J S macie +e Ñ Ad S 


1 
w fuii 


NIET WT ; log 42 suen 
56) facie - 4 boga 

57) Si - = log2 — 1 

58) n deif 


Bidone, Mem. Turin 1812, 231. 


59) fer 17) = HAL Í 


60) fee = 28101) ay aeea È 
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1 
62) T arctgn px da = arctgn p — x log (1 + p?) 
9 
^d 
63) IUE aresina = = SE 


1 
"d = š ji 
64) Pë aretgna = > (= Vai" 


& 99. 


+1 
Integrale T Pc) de und f Yo) dz. 
=£ z 
1) ft da _ E - (ax + 1)z i, x beliebig aber ganz. 


2) IAM Kun dE Ohm, Ausw. 14. 
aya —1 P 1 


3) fe D. E E Deg = cosec ^ Crelle, 38, 162.. 


4) vci is oe P Tbid. 


5) Ze DU: de =a aw Mem. Turin 1812, 231, 


Ohm, Ausw. 16. 


EN te 1 n 


7) LE 


= 3 
8) [= evens X Ur Opp 
1 


Do 


$. 100. 


Eni 


1) j ada Vp? — z = w meng Sohnke, Sammlung*). ` 


3) s ands Vp = m = 2 sm pasa, Ibid. 
0 


». frfa= arctgn p 


T. Sohnke, Samml. 
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Pdo Is z 
6) d Mia PPF Rogner, Mat.*). 
7) arcsin Z dx = p 
o 
8) feos = de = p 
° 
9) LS dx = — m. Grunert’s Archiv, 10, 247. 


10) y toy + pa) pg = tay ( + paretyn p. 


Grunert's Archiv, 4, 113, 


& 101. 


Integrale frias. 
H 


m2 


2) eva unbestimmt. Grunert's Archiv, 10, 240. 


1 ad 
MILL ad — be Y po ^b ecd 


rum Rogner, Materialien aus der hóh. Analys. Gratz 1853, 463 S. 
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4) da 
DE AK 
zz heier D + Ain Dé 


H 
~ par 


wenn 7 = 3 > © und alle positiv, ferner 


D» 
p=ab, — ab, q— ab, —a,b, r= ab, — ab, 


v d rita == vs 
ofi 7 yo 


7) (oa. da EN EA 
b a? e—a Ce 20 


dx x—4À x 
e rer «13-720 


" - da SE = k 
Wl LS aR = san * 


11) ar da =. mz ` sinpk p<l 
Š l--2qzcosà--q?a? gttsinpa sink’ A: X a? 


Plana, Mem. Brux. Tom. 10. 


w fa ae ~ 3Vab-+ 3aVac 


b? < 4ac 
13) | aida - = 
Of erbeten Zeit + dad 
LN joe m — I 
a | Fe simpa Í $ Eo š e 
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PAR 
15) CES: — cosecpa, p < 1. Crelle, 45, 370. 
0 
widz x pz 
16) lea 2 (S z w 2 = p. = 0. 


Cauchy, Cours. Lec. 34. 


wads E 2 
17) fer: a 2, 1> p. Ibid. 
o D 


da bO; m n 
18) loże = ëe y Ibid. Lec. 33. 


ai _ x q 
20) es pu DL UE S m 
a qp 
8 Xu cas. x px 
xi rate 


atad’ z 2q 
Pa —avde m, pa 
23) NIIT tgn E^ Crelle, 38, 1. 
1 ve 
arc t, 2 
Be ée arte a 


1>p 


et = 
og d , 


Ve —p? 


25) [ruck — 


p 
28) fer da =ze Va 


29) [oom poo 


aja 
30) [enm == e Vx. Crelle, 35, 13. 


t 
31) ji ioe = gs 092 
a 
Pa AE. 


33) fnt und n sind unbestimmt. 


a 2 
34) Jugar misi Vx 
Bidone, Mem. Turin, 1812, 231. 


35) fom Paate 
D 


36) fme E bss 149 >). 
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x 
38) sinarsinprdz = — - — ES - 
p p 2 — pur — rs orat pt 
A 
39) d sin" acospada— 0. Raabe, Integ. 149. 
0 
> 


40) Siet) a sinpa = 0 
5 


p 


a SCH SC ]2«iA 
SAT zany == 

) IE REŻ (1? — p?) (3? — p?)...(2a + 1)*— p? 
š 

43 P sin ba e 

2) Fa 


0 


ch ^ sinz a 
i y l — prosa SAY 


0 


C cosas 
44) Ju rust == m 


m 


n > ) Ce ML dax 0,1 


° (= psinta) ° 


1 
—p* y dl Ap — 
46) fe verda = ip 


o 


> PE 11/2 
41) "y ada SCH x 


0 


d T h m? 
48) = 1 dz = 19 


2 
i dz = = Cauchy, Mem. Paris 1823, 603. 
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fi gpa ez 1 
51) J Erz pec Bi Crelle, 42, 348. 


= 1 d 
52) “i Gal de Qu Bua. Ibid. 35, 55. 


f^ on go A 
53) J cl : da = = BOL 
0 


Grunert's Archiv, 1, 360. 


a gna gia 920—1 RE, | 
54) / (es + 1)? da = p Baa-ı 


55) pes eda IL aa 


A z = EN (e 1)" 
OR =s DOCENT 
i ze = z de = grz 


¡1 aa __ 
58) le ae ZĘ” SAL: 


Grunert's Archiv, 12, 130. 


59) f ZET ae = i 
H 


E emasye= VE 


2 da 
t£) D Z ogtts 


E 9 a ILLE 


CUM x^g 


70) fmm um que 


71) fo cos qo da = 0 
ç Oettinger, Crelle, 
d 38, 216. 

72) Jom 0 


20-11 


g“ 


I 75) uet = (— 17 
0 
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15) EE 
0 


't z 
76) sp ee de = T Legendre, Exerc. 5, 35. 


0 


77) D E dim — 5, ża 
0, 


1) fias e 
0 


19) MEA d cub 
Ge: 
80) Pis gi ie 
gł E 
U 


Sp Ee Ee pz 
í 


qm 
= 1, p= q 
2 2 pm: 
82) f sin JENS pc 1 S 2 A qp 
ç 
qa Bidone, Mem., 
Sak ee 'Turin 1812, 231. 
x 
= T. qp 
1 — cos pa _ xq 
BS) d a? — wmf = 0 Poisson, Mem. Acad., 
1816, 71. 
ad 
== zt, q <0 
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84) 


85) 


86) 


87) 


88) 


89) 


90) 


91) 


92) 


93) 


94) 
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P cosqa — eos p m . p—4 
d > dz = gt 
0 
Bidone, Mém., Turin 1812, 231. 

dl COS pa 7r. n ^ 

E de = Ze, ) 
Lan e 5° p < ( 
0 
== E e 2, p = 0 
"asina qz == B me 0 
MEE 2 deem fon 
H 
== xe 0 
"a impr , — ECH 
[at web 
: Legendre, Exerc 
'ecolgnpa , eh 
VI 0% two 6% 
o 
^ cosq: 
/ x En la = — sing 
° Cauchy, Sav. Etran., 

E 3 1827, 194. 
J = dz = — > 0084 
y š 2 

cos pa n 
PE dz = — er, p= 0 
d a? C U = 
"LESE q 

P © sin pr m 

[A — daz = — er, p>0 
2 a 2 H 
vod gea 

P xsinpa m 
F de = — g r4 
U 

P cos pa m 

CES dz Sa sinpq 
D] 
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^ si i q — eh 
95) J; dame E 1;  0<b<a 
rsinaz sinba eb pda 
96) y qa de=ae m 0<0<a 
0 
e _ Ü Schlémilch, 
ES gt abc Studien, 1*). 
1 cosas cosb , ag Pe 
R Jr Rie uer cou Fels 
enter aches 
4q 
sinpr dz RE O Sa 
NEST 1) ss ^ 
cospa de — WE 
99) ç q* + a? gta — ( 1) Zeen Ke 
sinas do I © 
1 
Derek z SE 
1 
gett BH 
2p1 Plana, Mém., 
2 d x TE Turin 1818, 7. 
sin aa z 1 x 
vf; — Zpcosaz Hp? zr 2 E 


Bestimmte Integrale. 


ads sin mz a 
ws free TS Hebe 


v» fii ES r lan — 2acosma + a?) = alog(1 — we”) 


7 um CS 
wn fit: dz =* 2 > mca 


sinaz l -+ r? 2 e»—e-e Legendre, Exerc, 
5, 29. 
cosba dr  — m œ+ e> 
108) | S IF 2 ¿a — e 
cosba dx a © Je > 
13) | dax ii a ris Jue 
1 — peosr z da 
of; — 2pcosra + p qu + x? 
=F Te p? < 1. Crelle, 25, 74. 
m. 1 2> p Ohm, Ausw, 26 
a cą H m, Ausw., la 
11) Sm rP £ 
y l—2posrz-p pgs 
=3 1 — = p < 1. Legendre, Exere., 4, 132. 


5 TI EU p> 1. Ohm, Ausw., 26. 


- VE PED 
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us fepe dx =-—V2px. Crelle, 38, 216. 


P sin aa eos b z: 


Va imm wea dZ. e 


-3V3 m 


1 1 £d 
„a <b. 
mn CR De V5 M 
Bidone, Mém., Turin 1812, 231. 


TEM a 
117 P) pz sinqa da =— 
d e= sing SES 


Bis 


118 fe gda = —? — 
a z pre 


: / 
no Pase 5 VE E 


G Exerc., 1827, p. 233. 


l n+l 
129) [ eresingrds E 1) arm 
Crelle, 38, 216. 


= _ p-2az 
Ber = da — 4 tma 


mec EE ada = + tyn 


gra 


e 1 2n 
| fee — erma 
w f era era ada = Acos? z 
ere TID da n t 
125) [SP g tens 
y i 
= A 5 p Je 
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126) — SE * dz 2l — colgna 


mfz Ges, ed a e+e, 


rye 


Plana, Mem., Turin 1818. 


&. 102. 


EE? 
Integrale frias. 


dx 
Arr 
ee 
2 f; X. X 
d pls p 


wer, 
4) J Ca da =F ose em rj 2628 — 1. 
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+= 
Lad = 2b 4-1 
S == t 2) ç == 
E) n = zu dz = cotgn ( Za z), e SE 
S da 
9) Terme 2b<2a—1 
- Jm (256 ++ 1 z) 
ES 
o JAGA " 
ad- a x 
11) ZZ pem Do EIE 


Grunert's Archiv, 2, 266. 


12 a+ bz SOA HT NES d 
12) que 2+ 2 ez cosa Le E ERIT (u 2 Š 
Plana, Mem., Turin 1818, 7. 


+c 
13) feas = do 
+a |= 
z /z 
14) fe pz3 dz el z 
WAŻ m S 
15) fem = eto |, - Cauchy, Exerc., 1827, 233. 


16) fe da = en sys. Ohm, Ausw., 20. 


+o 
17) fea de = era Vz. Cauchy, P., 19, 511. 


e ES . x= „or 
18) e a= E cosec — 
19) one Vë 
20) fos ds = = Vz 


Laska, mathem. Formelnsammlung. 17 


Schlömilch, Studien, 1, 13. 
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+0 
21) n + qz + r) dz = sin |Z Erat Ve 
š \4 Jing 
DÉI 
z E E EN C: — tE "o 
22) JEDZ + qe + r)dz = cos = Kr d : 
Ohm, Ausw., 25. 
e : 
er: xp 
2 p = ^ x 
28) elg da whos [logg — zcotgn.px), p< 1 


+= 
24) Be Veda = lz Ohm, Ausw., 20. 


ie 
25) n da= = 


te 
26) {Fe dx = xcospq. Bidone, Mem., Turin 1812, 231. 


+o 
LM ee dz = 0. Moigno, Int, 133. 
X E Z dz = me», Ohm, Ausw., 25. 
+0 ES 
29) fe, sintade 
bir gs sinvi-]- q eosr t] neY, Ohm, Ausw., 25. 
Vr— s? J 


sinpas da 
30) NS qi za 


7 sinpa da 
q -H g? pei 


7T 
3), = (= Ur Ze eng 


32) fen dz = + msinpq. Mem. Turin 1812. 
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DÉI 

38) | Pda = Tem. Ohm, Ausw, 25. 
d KC q 1 

34) zad da =0. Ohm, Ausw., 23. 
Kë 

<A m Ur = costa d a: 


P— 43 


= lasinrt "AREA cosrt\ae-tVr—s, Ibid, 25. 
Ee 


^ cas æ dz _ 


^ tos pa da 


uut q + aż pa 0 
38) fines da = m. 
& 103. 
: O 
Integrale frons oe 
; OM 
1 wf 
1) f'tmzds — 5 w 
0 
i E 
2) Jee zde = 51 (— 1)" 
~i RE I š 
I Grunerte kak, 6, 434. 
j I E 4 > E, 
"m" V l ol 
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d ign Bl 1 ie j 
9. f ges 97 =p llo Va r3) | 
4) f stmeda = — 192 + 35 dh 


Eu) fone Ema + XU 
ai "t 
8) fms Zew 


9) fwa + tgnajdz = # log2. Grunert’s Archiv, 6, 448. 
0 
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= 

2 

Integrale f 
0 


1) snmbada =0, b —4a 


lie 


1 
Sieh SEA 
1 
ai 


1 
dar b—4a+3 


= 


2 
2) cosbzdz —0, b —4a 
d 


a 
"8 
3) noL Crelle, 38, p. 331. 
0 


Qe 3 


"la 


D 


$ 


4) fme = Ibid, p. 162, 
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j | 
2 
6) Jura = S5 Crelle, 38, p. 162. 
302" 
5 
£o 


192 142 
Dana 


7) Ss zoo aaa — T Crelle's Journ., 15, 1. 
D 


a 
2 
R Boys 
8) J asa amiyaqa = DE 
U 
A 
3 


Ja FT genos lbid. 38, 162, 


jn2a+1 2b las] 
9) "nz Z eos? z d> = ge Ohm, Auen, 49. 
0 
= 
= š 
10 in? + a cog? H1 a da = ee 1 
)) Sr Te ue TOU Kari 


0 
Crelle, 38, 162, 


z 


OBU : 
11) Jornada ER Dr Ibid. 38, 162. 
U 
U 242 
a Ze was; qz = (— 1 gz a V. T. 12, Nr. 19. 
a 
n e A su, j 
cos?" a; ert I 
18) J sasa = C A 2 1) 4 pags cosi z 1% Ibid. 
° 0 
Nu c pepe s y 
E vu; dër äer" eene Ibid 


E 


da 
15) fran (z — Desea 
0 


wla 


da 7 
16) ara = nee) Vi T. 12, Nr. 19. 
0 


x 


da 1 s q 
17 ==> recos — . 
T par Ypg" p JSB 


Lobatto, Integ. 53*). 


ka 1 ., q--Vq? — p? 3 
UTE 2 2 p 
=2 pq 
mn 
1 Vu —p.—4g 
is "PS E ; 
) lesen = aut » p<q 
= — vw y p=q 
Ueber die letzteren Integrale Grunert's Archiv 21, 26. 
: d 1 
z x= H 3 
19) fi prima 2 ppp Grunert's Arch. 10, 449, 


m 
20) das osa ipa Crelle, 34, 101. 


+ 


ARS 


sinzda ^ 
1 = 2< 1. Ibid. 46, 119. 
m / 1 F pin — p eim» gx š 


simzd z Sib 1--p a 5 
WE PASTA e. 


h. S 
E Ted: =F —1 
ñ i = D Lg A 
E Lobatto, Lessen over de Integraal- Reckening, "sGravenh, 


N asins 


x 
1 — Space pp? = , 0 =») 


2 
29) iaae: = — Zi? 
0 


2 
30) Jf nonas = — E loga 
o 


* 
31) T beste 0 


32) f" (1 + qeosta)dz — alog er 


Mém. Kasan. 1835, 1. 


* 
33) t log (1 + gttgn?x) dx = alog(1 + q) 
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x= 
Integrale J teas 
4 
1) [seeds SE Crelle, 38, 162 
PI G 1 1 A 
0 
m 
2) f mas —o 
K z e Cauchy, Exerc. 1826, p. 205, 
3) f mta 
0 


m 
4) fs Sinb z da = 0 


E a zb 
5) u cos ac cosbada = 0 


a = 
6) Jf wayaqa = fs pardo =F 
° U 


Ld U N 
U Hi. ege (= EE 
Schlómilch 
Beitr. I, $. 8. 
8) frm c y PERI 


E f de : r] 
M à 2 = p + qeosz SE ul Gru CA 
wë =0: E < ol 
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SS ENDE ?| Grunert's Arch. 
11) f- PE: TP Woj >t c 


21, 26. 
=0 >P 
d d 

` T m 
Fr = _ p 1 
a fi 2pcosa + p? 1 p?" qs 

0 

x= 

En I pol 


a 
da - 
- = —— 1 1 
2, SE + 2pcosx + p? 1 — p” p 
LU 


3 cos a.a R z Set 
"M "E — 2pcosa + p? E MOON pr? = Euler, Cale. 
0 


apo Int. 4, p. 4. 


wapa 
S 
DEE = 
E 9 S n 
15) n z log 2 (1.— p) p<l s 
SEN S 
= — 2alog{1—p-+Vp?—1} p 1| d 
E 
asina l n 
2(1 4 < 
16) fe osa 1% = zlog2(1 + p) p< t Ë 
Ei 
= 2 xlog 1 + p — Vp? — 1] p21)3 
- asins x= 
l ! < 
17) fe — 9p cosa + p° Lon p o9 (1 -- p) P au s 
T P., 17,612, 
= 109 y PS 


a 
> p 
18) ETH z Gs ë [1— ez cos px} 
U 


Crelle, 34, 75. 


z let" cos pa — 1} 


z 
19) LLL. a 
0 
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A Ce ST I 


20) Ten meme aee p<źl 
= 2mlogp, p>l 
21) EDS BEL 
= 2nlogp, p> 1 

&. 106. 


2n 
Integrale f fdz. 
0 
an 
1) n a d 
an ap 
23) aged Sain 
ñ 0 


2 
3) Pai U 


A ipie 

zh — Mv UAE ES 1 

A Re E Grunert's Archiv ` 
3, 19 R 6 
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cosa d EE 2xp" 
i iz Fp? — 2 p eos 2: ` 1—p* p- 


Grunert's Arch. 
13, 193. 


y z 27 
— 2 CS 
D J xr rcu — Va — b2—e? qd 
0 


= 0, a? < b? e? 
— a? ==b2-- c? 
da —27 
2 2-1 02 
si ts "VBER=G wo 
=, a? < BZ e? 
=—o, a? hS e 
Grunert's Archiv 12, 409 und 21, 26. 
9) jg Ee TEEVER p<1 
1 p cosa Vi=pal mr J 
2n 
2 re 
NERO 
— p cos d Vi —p! p J 


Oh, Ausw., 26. 


11) J wa — 2peosz + p)dz — 0, p! < 1 
0 


2n 
12) f twa — 2pcosba + p?)eosab z da = 0 
H 
Qn 


13) f ema 2 Suen) pi) cos asd — 22 (— De, ml 
U 


=2r(— 1) q "21 
Crelle, 23, 105. 


14) f ma ness d pesada = — 72. pe ptu 


0 
Grunert's Arch. 13, 193, 
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$. 107. 
Theorie der Gammafunctionen. 


Es ist 


A o 1 p-1 
1) Flp) = f mas = f (vs E 
0 H 
nach Legendre, Exercic, oder nach Gauss 
J'(x) = He — 1) 
Com. Gött. rec. 1812. Tom. II. 


Ist z > 0, so wird 


2) sra = T'@ +- 1) 

und für ganze Zahlen 

3) T(n) = n! 

4) T(n + a) = a(a + 1)...(a +n — 1)T (a) 
5) Es ist 


d (z) = T(z)logz dz, « 20 
6) lin Tt + a) = lim F'(n)n* für limn = æ. 
Man hat ferner 


7) TATA — à) = s psg >0 
9 = 
8) Wé M 5 18. In —1 ya, 


wobei » eine ganze Zahl ist. Ferner ist 
9 => € jn—1 
9) rr) PU D-yez-. 
n n n n 
Ist » sehr gross, so wird 
=. 
10) P(n) =n"? "Vaz li + Xs +... 
Sei » eine positive ganze Zahl, so wird 


1) ra) r(14-1)- r(i- >) = Qa d pay 
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Es ist auch 


z+1 
12) f rois = z log2z + wloga — x 
Qu gu qu 
13 Pay A s tes 
) TOS = au) rci Wü in 
Qu Zu An 


a) 


LDcü-Fa) SG SIB E) 
—- w] limn=wxw b) 


Durch diese Formel (b) definirt Gauss die Function 
Huw — 1) = T(u) 
und leitet aus ihr alle Eigenschaften ab. V. Com. rec. Gótt. 11, 
1812. Die Formel (a) ist wohl die älteste (Euler’s Brief an 
Goldbach vom 13. Octob. 1729 aus Fuss Corr. math. et phys. de 
quel. cél. geom. du XVIII siéc. p. P. H. Fuss Tom 1, p. 3. Petersb. 
1843). Sie ist aber auch deswegen interessant, weil sie allge- 
mein für negative oder complexe u gilt (vergl. Hankel, Zeit- 
schrift für Mathem. und Physik, Bd. IX, p. 1. Crelle 102, 237). 


, wl S ip. 
14) T(u) = lim m Dra la, = 0: 


FS 
Sei 
ar, — dlog Tía) 
PT T 
so wird 
Ë nov 1 1 1 1 
15) Z(x) lim (logn EES ==) 
lim n = œ 
E. Lb e za A 
16) Z(1) — lim og m 1 ONE a lim n = » 
Z(1) = — A = — 0,57721566... 
Es ist 
17) Z(z) + ZL — z) = — »cotgaa 0 < z < 1 
P p p 
18 Z LE z (B) = z oot La, 
) q q 7 I 


wenn p und q ganze Zahlen sind. 
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E E if = gn-! 
19) Zm =— A+ | da 
0 
Man setzt 
1 
20) Blan = [y^ mid 
` 
we 
21) Big = | Him Y 
[ator 
22) Bod = 279. 
Man hat 
- 23) B (a,b) B (a + b, c) = B(ac) Bla ++ c,b) 
24) B(pl—p—uzp 0<P<1 


25) B(p—m,q—n) 
(p4-q—1) (p34-4—2)...(p4-q—m—1) 
DDR DOE HEET * 090 
p—m > 0, q — n > 0. 


Anwendung dieser Functionen auf Reihensummirungen. 


26) Ist die Summe der Reihe 
== RC Adi R a 
bekannt, so wird: 
A ^ 
1 = SS 1 
= 1 
Sms U—sFiushds Ta 


E Ay zę Aw 
TRT DT GCEBGCERT D. aD 
E Ayu? 

CFIA 384-1). E38-Fp—1 ^7 
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27) Andererseits hat man: 


OT" Dy sna — ay-?3 F(uz)dz 
= 4) +Ë Ae? 80-2, , BB+NB+2) |. " 


r0 ED" TD 4-3) 
Ueber diese Reihen siehe Schlómileh, Analyt. Studien I 
Cap. V. 


3 
Einige Reihen für log T (u). 
Es ist: 
28) log (1-1 u) 
E RS 1 1+" x 2041 
3 log Ce z) 3 log G = u) > Conti ll 
Ue bre T 
€, 0,12278 43351 €; = 0,00119 27539 
cz = 0,06735 30105 €; = 0,00022 31548 
c = 0,00738 55510 en = 0,00004 49262 
29) log I'(u) = (1 — n) lau s 4 PIE: D : 2 log sinu a 
E 
l 


sin2uz + i4 


0<u<1 
A = 0,5772156649 ... 


Ke 


sind ua EN M 


30) log (u) = g lais + ( — g)une} 


d a, 1 = (tą 
2g(u--1) 3 u(u-- Uu + 2) 
1 RZY 


Š e ( II iy be 
a, IG eva v)( v x v)dv 


Diese Reihen findet man abgeleitet in Schlómilch, Comp. 
der hóh. Analys, II, S. 257 ff. Braunschweig bei Vieweg. 
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Einige Integrale für die Constante A. 


Sei A = 0,517215 664901 532861 06065124... 
Vergl. Grunert's Archiv 29, S. 240. 


1 
311) [mms — — A. Mascheroni, Adn. p. 18. 
322) fe ER. = =— A. Grunert's Arch. 10, 233 
1+ z z E 


P (e —1 1 ide ` A 

333) Jl a+r) F=4-1 Mid 
1 dz d 
344) fe Era Ibid. 


355) Ue legen 


366) "ie dc —A 


377) ncs + —) dx = A. Legendre, Exerc. 5, 12. 


1 da Y 
388) Mo e — — A. Grunert's Arch. 10, 233. 


sim © 1 da 
399) "ss z opa) 71-4 Ibid 
400) f omma Ibid. 9, 5. 


Laska, mathem. Formelnsammlung. í< 18 E 
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Gammafunctionen. 


Einige durch Gammafunctionen darstellbare Integrale. 


41) 


42) 


43) 
f 


44) 


45) 


9 


4T) 


48) 


49) 


50) 


1 


20317, LORI E 
f^ — 1 al TE To e 


T - Crelle, 17. 1 


aro +p+1) 


1 SE Hro + 1) 
/ (1 — SIE ër qx = 
D 


Ka lignis ir. 


Legendre, Exerc. 5, 4. 


E ai daz = Z(p + q) — Z(q. Ibid. 4, 50. 


EE ca 


ga 1 a+b 1 a TTE 
its sda = 5, 2( 2% ) 35 2(35): >>> 
ES A 7) Zim Yiq, 41 50: 

š =f vei 

0 


aE SE (° +) z(=} Ibid. 5,16. 
fes WR) (ts) 


=. ESA Ibid. 5, 16. 


e Je 
x 30-40 r: 1 = Pr = zw. 


de =——— 


T 
(1 -- ay *3 SCH i) 
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pg ë T 1) 
ME CJ 


51) d = dz = 
mm 2r(» +4) 


52) of yrs =i 20M) q 2p. 


Crelle, 17, 163. 


© pz gm, 
53) Jere a die = E Bin d- 4,4 — p) 


54) fe +2) a (es. 


(9) 
55) jen SE TO - Mém. Kasan. 1835, | 


56) fiis t DRE. Ibid, 211. 
0 


= Es 


57) | cose eosqade = 
U 


m 
E Lar 
e rs q GË q 
DN +1) 
Crelle, 17, 210 und 20, 1. 


A JE G 2) Raabe, Int., 222. 


58) ji sin? gost eda = ar (+ E EN D 


a-- 1 
sina RZ: r( 2 E 
59) | pF qeosz HE = =E (e N 
ag)" 76) 
Mém. Kasan. 1835, 1. 
18* 
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ees 
AS 


> s Ef 
61) AO 


62) yes dz = T(p) Sj T + m 


mf etur H 


Legendre, Exerc. 5, 50. 


64) Eo oen 


NET a det ara y A, p<1 


ei fat lags =2 (3) - Z e) - z (3): 


Legendre, Exerc. 5, 3. 


dzloggr —— EU» 
n JS, Sep oga zo. 


Schlömilch, Beiträge III, $. 9. 
SEM _ TO) „pa 
68) Ze "pP = sin ^; 


69) VELLE == Un cos Y 
0 


Gammafunctionen, 277 


p 
70) locus. (D ags sin 
9 
p 
ET J manis = EI pz 


72) br Pr P — p) SE: 3 opcs 
H 


qa» 
= %, p => 32 
Zeie qx: dep pz 
m f SP da = in, 1>p>0 
M = 0, p = 1 


Vergl. Lobatto, Integ. 74. Bidone, Mém. Turin, 1812. 


1) “sima singe q, — X sec DT Im — ois 
/ E? 4P(p) 2 

CO Ne te 

sec == 5 Z a LESS 
MEDAL q > 1 

75) Jua wl u te DESA 
° FO och 

cosec E T T fa + Den 
= (a — l>), 9 > 1 


=0 


== 
Schlómilch, Studien, 1, 22. 
76) f timeas =~ Keis bt, dest 


H 
Schlömilch, Beiträge HI $. 6 und 7. 
L4 
w 


Transcendente Integrale. 


$. 108. 
Theorie der transcendenten Integrale. 


Wir bezeichnen mit 


1) Lëlz y. = den Integrallogarithmus 
0 
2) Eile) = ef dx das Exponentialintegral 
3) Si @) = y SH dy das Sinusintegral 
0 P 


4) Ci (2) = uz dx das Cosinusintegral. 


Sodann wird: 

5) li(e-*) = Ei(— z) 

6) li(e) = Ei(z) 

1) Ei(zV— 1) = Ci(z) +V— 1 Si(z). 
Insbesondere ist: 

CE een Sing Ae Bi(ar) 
bs fa 

9) EE Si(p) 
T 

10) STE ae = ciw; = œ firp=w 

y 


ny [Ez = cio; [58 dz = Ci(p) 
P P 


» x 
12) JE da = logali(ar); [iue 
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Finige ausgezeichnete Werthe dieser Functionen. 


H (00) = 0 Ei(z) = 0 für + = 0,3724968... 
1$(1,,51369...)) 0  Et(0)=— w 
li(1) = — œ Ei(— @)— 0 
li(— wm) =1 Ci(0) = — œ 
Si(0) = 0 Ci(061...) = 0 


13) Es ist 


JZ dz = — Ei(a)= — A — loga 


— Se ER en beliebig. 


n/a? 
7 nl 


Crelle, 34, 123. 


"os 1 
14) sj a dz = — Ci(p) = — A => lop 


T 1 pin D 
+ >> ED T p beliebig. 
Ae 2 


Grunert's Archiv 11, 389. 


= 
on 
= 


Si(x) = Si(xx) +35 A, sin” a, x ganze Zahl 
23 x! 
(x + ES # >z == 


on [rz — zr" sings 
A=1 =) |j. 


Schlémilch, Mathem. Abhandl. 1850, S. 64. 


: a Moe 
16) li(e) = A + > log a? + i arctgnz | 1 arctgn*z 


E 
7 aretgnix , 1 aretyntx | 343 arelgnsz 
MEM A CRIA 


Schlömilch, Mathem. Abhandl. 1850, S. 71. 


Durch theilweise Integration ergeben sich folgende halb- 
convergente Reihen, die für grosse z vortheilhaft sind; 
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^ si 1 a, 4! 
sina = "i 2! 4! 
17) d E g > = 3 cos z : P: 
H 
$ 1 8! 151 
sina E yi + E 
^ cos x Ñ 1 ah, at 
18) p. = dx = sina E E 
i WEN ve RES 
eo a 


7 A 3 6 T 
> Jztu=ektatatat 
Ausserdem merke man die Nüherungsformel: 
20) Si(x + h) = Si(z) + h RY at — = 
h 1 1 cos x [1 L 
| h: ||... Rs = ... 
pe (s ee 3) 4 EA Bat 
COSE gy — [ eos COS © h 
21) = la (e SEN E h A 


ath 


+ le (š IE zte SL nte 


a 


In dieser Tafel ist li(a) = me. 
RUE 
o 
i Vi shiv 5 o 
" > f log p + logz i loga ~ z o. Grunert's Archiv 5, 204. 


1 


da OT 

95 See " 

23) [Er = + etali (eta) 
0 


dr 1 sey. 
E Fa p + log x)? log p + p Bo) 
P y) ga) 1 


25) {sa da = — eli(e-»1). Schlömilch, Studien I, i8. 
H 
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TM 


w E 


27) d Z= dz= 3 [e-?ali (eP1) — ersli(ern)). Ibid. 


28) farm =} 4 eie) 
29) e dr=— + elite) 
2) Some ET 5 io 
31) norm 
2 

32) [uor wa Ma ZZL 
33) [m eis = pw (toy 5) lily) 

—logp a 
34) f uc az = — loga. Grunert's Arch. 9, 5. 

o 


35) eao ie VE log [Vp --Vi-Ep], p> 0. 

š N 

Schlómilch, Beitrüge III, 7. 
36) f enims - Mä arc sin Vp, sza 

7 P 

Ibid. 

© P d 

37) f loga q; = — Patios) + cali} 

Jj IFz 4 N ae 


Transcendente Integrale. i 


8) f 3 dz = ii fertigen) — eli (em) 


zsinge y 0m Ex 
39) un PER de = 3 e-rilogp — + 
[eral i (era) + eral i (era)} 
d a cos qu 
40) Te pla da= qe ralogp + E T 


ferali(e=v2) — eral i (ers). 
Schlómilch, Grunert's Archiv 5, 204. 


In dieser Tafel ist Ei(a) =/=. 
41) {Sar — eng Ei(— pq). Grunert's Archiv 10, 247. 


gre 
42) ze ate = (— lR qr era Ei (— pq) 
yate d. 


1 N n~ a m— 1 
tli "a (— pq) 


43) pd) 
H 


1 a 
"kk gees 
1 
Bierens de Haan, Verh. v. k. Ak. v. Well, Dl. 11. 


E gi era Ei(pq) 


^ 4 
) JE dx = erı Ei(— pq) 
5 


Transcendente Integrale. 288 


1 pe > 1 Ç 
46) Fur dz — — y (1+ pae Ei (pg) 


ac 1 S 
EET ae ie Ei(— 
47) Se x Si pyert Ei (— pa) 


— log x)? 
S 1 da 2 
48) J rege e =—H-9 
1 


EE da P 
49) rów ne e1 E i (q). 


a 


In dieser Tafel ist Si(a) = iri. Ci. 987 da, 
0 


50) eier — sio) 
Viella; 33, 325. 


51) d GE daj = Cien pa Si(09)sinpq —Zsinpą 


52) JR dz = sinpqCi(p9) + espa [5 — Sie) 


Schlómilch, Stud. II. 


5a) egee 
dd ` FR = (Ci(posinpa— Sii sp]. Tid 


55) [95 da = Ci(pg) cospą + Si(pq)sinpg. Ibid 


* A B D ta 


284 Transcendente Integrale. 


56) IIe A ) singe Zu. 


== 3[ciogespa + Si(pq)sinpq — 3 sin pd] 


57) fw (2) cos q r = = 
0 


er [ei (pq)sinpq — Si(pq) ospq + 5 g sp). 


Schlömilch, Studien II, 21. (In der Abhandlung sind die 
Vorzeichen verwechselt.) 


&. 109. 
Die Fourier’schen Integrale. 


1) Ist b > a 0 und f(z) endlich und stetig für jedes > 
zwischen a und b, so gelten die Gleichungen 


= b 
ə f 
Ier (a = f COS TW du f ro cos utdt 
0 a 
Š b 
IL fa = f sinanda f füysinutat 
0 a 


für alle zwischen a und b enthaltenen Werthe von zx. Für «=a 


reducirt sich der Werth der rechten Seite auf a S (a), für c=b 


auf i f(b). Für positive, ausserhalb jenes Intervalles liegende z 


verschwindet das Doppelintegral. 
2) Ist f(x) in dem positiven Intervalle von z = 0 bis æ = b 
endlich und stetig, so gelten die Gleichungen 
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III. e=: f veste [som 


w 


IV. EH ta] f (D sinutdt 


0 0 
für alle zwischen 0 und b enthaltenen z; für z — 0 ist der 


Werth der rechten Seite = f (0), für z = b ist er 110), fiir 


x => b gleich Null, in der Formel HL; in der Formel IV. wird 
für z — 0 auch der Werth der rechten Seite = 0, für z — b 


ist er > /(6) und Null für 2 > L 


3) Die Formeln III. und IV. sind auch auf solche Functionen 
anwendbar, die für æ = 0 unendlich werden, sobald nur das 


Integral 
g 
SÉ fltydt 
0 


beim unendlichen o einen endlichen Werth besitzt. 
4) Ist für b > $ > a, f($) discontinuirlich, nicht aber un- 
endlich, so ist nicht f(x), sondern 


Le 
iU — 0) ++ f (z + 0)| 
der gemeinschaftliche Werth der Doppelintegrale in IL und HL 
5) Die Differentiation der Gleichung hie] ist nur dann er- 


f (b) = 0 | 
laubt, wenn 40 = =0 and /(0= of ist. 


Litteratur 


Die Litteratur der bestimmten Integrale findet man in den 
ausgezeichneten Werken von Bierens de Haan vollstándig. 
1) Tables d'intégrales définies av. supl, 4 parties. Amsterd. 
1858 bis 1864. 4. 
2) Exposé de la theorie des prop. des form. de transf. et 
des méth. d'évaluat. des intégrales définies. 3. part. 
Amsterd. 1862, 
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3) Nouv. Tables d'intégrales définies. Leyde 1867. 
Besonders zu empfehlende Bücher sind: 

Riemann, Partielle Differentialgleichungen. Braunschweig. 
3. Aufl 1882. j 

A. Meyer, Théorie d. intégrales définies, Brux. 1851. 

G. Meyer, Theorie der bestimmten Integrale nach Diri- 
chlet's Vorlesungen. Leipzig 1871. 


Tafeln. 289 


Zur Tafel der Function Log TO) + 2). 


Es ist klar, dass T(x) für beliebiges z gegeben ist, sobald 

man die Werthe dieser Function für 
n < z < n + 1, 
wobei m eine positive ganze Zahl bezeichnet, kennt. Es folgt 
dies unmittelbar aus dem Satze: 
Tm + z) =z(z +1)... @ +n — 1) T(z). 

Die Anwendung der Tafel ergiebt sich hieraus sofort. 

Die Tafel gilt für die gewóhnlichen Logarithmen und ihre 
Berechnung gab - Reihe 


z 1 1 + 
Lygra -4-2)— 1 L z Log (zzz) z Log (> =) Le 
N a— T,a5 — Tja? 
Wobei die Coefficienten 7' folgende Werthe haben: 


0,18361 29038 9,26390 31989 


8,46613 67490 


8 0,02925 07327 
5 0,00320 75041 | 780616 72144 E 
7 . 000051 80064 67148351608 

al 09619 59803904633. ` 


000001 95112 5,29028 43534 


4,61273 27627 


3, 94724 74888 


0,00000 40995 


` 000000 08856 
Ausführlichere Tafel findet man in Schlómilch's Ana- 
lytischen Studien, L Abtheilung. 


Laska, mathem. Formelnsammlung. 19 
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Tafel der Function Log T (+). 


x Log T (x) | x Log T (x) © Log T (z) 
101 9,997 528 731 B 9,950 469 767 9,955 830 327 
1,02 9,995 127 872 9,949 951 514 9,956 649 074 
1,08 9,992 796 421 36 9,949 480 044 9,957 502 802 
1,04 9,990 533 400 9,949 054 889 9,958 391 246 
1,05 9,988 337 859 b 9,948 675 590 9,959 314 139 
1,06 9,986 208 869 L 9,948 341 698 9,960 271 222 
1,07 9,984 145 526 9,948 052 771 9,961 262 237 
1,08 9,982 146 949 9,947 808 376 9,962 282 933 
1.09 9,980 212 278 2 9,947 608 086 9,963 345 059 
1,10 9,978 340 674 + 9,947 451 484 9,964 436 370 
1,11 9,976 531 319 9,947 338 158 9,965 560 623 
1,12 9,974 783 415 9,947 267 707 9,966 717 580 
1,13 9,973 096 181 T 9,947 239 734 9,967 907 005 
144 9,971 468 856 E 9,947 253 850 9,969 128 666 
1,15 9,969 900 696 9,947 309 673 9,970 382 334 
1,16 9,968 390 974 9,947 406 826 9,971 66 
1,17 9,966 938 981 Ë 9.947 544 941 9,972 984 788 
1,18 9,965 544 021 t 9,947 723 654 9,97: 3132 
1,19 9,964 205 416 5 9,947 942 609 9,975 712 597 
1,20 9,962 922 504 A 9,947 201 454 8 9,977 122 968 
1,21 9,961 694 639 d 9,948 499 845 9,978 564 036 
1,22 9,960 521 172 š 9,948 837 441 9,980 035 591 
1,23 9,959 401 496 56 9,949 215 910 9,981 537 428 
1,24 9,958 334 998 5 9,949 628 923 9,983 069 344 
1,25 9,957 321 084 5 9,950 082 156 1 9,984 631 138 
1,26 9,956 359 170 y 9,950 573 292 2 9,986 222 613 
1,27 9.955 448 685 T 9,951 102 017 9,987 843 574 
1,28 9,954 589 072 j 9,951 668 024 9,989 493 827 
1,29 9,953 779 781 9,952 271 010 f 9,991 173 182 
1,30 9,953 020 277 1,63 9,952 910 675 9,992 881 452 
1,31 9,952 310 034 1,64 9,953 586 727 9,994 618 451 
1,32 9,951 648 537 1.66 9,954 298 875 9,997 277 416 
1.33 9,951 035 279 1.66 9,955 046 836 9,998 177 905 
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Tafeln der transcendenten Integrale. 
É 
„a= Ei(z) = At tog (29 L 24-1 
= U a og wets 
a u: 
+: Eie=Ei(e). 
© Ei(x) Ei(— x) 
1 1,895 117816 — — 0,219 383 934 
TIE 4,954 234 356 ed 0,048 900 511 
E: : 9,933 832 571 | — 0,013 048 382 ë 
1 — 19,630 874 470 | — 0,003 779 352 
5 E 40,185 275 356 | — 0,001 148296 — — 
6 3 | — 0000360052 — 
NISL = | — 0000 115 482 — 
=; f = — 0,000 037 666 3 
9 x 1087,878 290 717 — 0000012447 — 
10 2492,228 976 242 | — 0,000 004 157 
Ei(+o)= œ Ei(— %) = 0 


NB. Si@)=x 


1574186822 — 


T 0,122 433883 ` _ 
+ 0,055 347 531 


x — 1.665 040 076 +0 E 
SI 1008317594 —— — — 0.046 456 433 b 
10 | | 1, 56 222 55 — 051488 — 
1000 1, 5702331 + 0,0008263 i 
10000 |. l. 57 089 15 + 0,0000306 
100 000 1, 5707954 — 0,0000004 
Si(o) = 5 Urs) =0 
19* 
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292 Tafeln. 
TH. 
Tafel der Function Ei(—z). 1 
Ei(—x«x) = r7 ds 
u 


4,037 929 577 — 0,814 745 580 — 0,395 852 563 
0,02 | — 8354707783 |0,55| — 0,794215435 |0,68| — 0,388 309 243 
0,03 | — 2959118721 |0,36 | — 0774462218 | 0,69 | — 0.380 950 010 


0,04 | — 2,68126368) |0,37 | — 0,755 441428 | 0,70 | — 0,373 768 813 


0,05 — 2,467 898 489 | 0,38 | — 0,737 112144 | 0,71 | — 0,366 759 981 
0,06 — 2,295 306 918 | 0,89 | — 0.719436652 [0,72 | — 0,359 917 914 
0,07 | — 2150838180 | 0,40! — 0702380119 | 0,73 | — 0,353 237 364 
0,08 — 2,026 941003 | 0,41 | — 0,685910311 | 0,74 | — 0,346 713 279 
0,09 — 1,918744770 | 0,12 | — 0.669 997 342 | 0,75 | — 0,340 340813 
0,10 — 1,822 923958 | 0,43 | — 0651613448 | 0,76 | — 0,334 115 321 
0,11 1,737 106 694 0.639 732 798 — 0,328 032 346 
0,12 1,659 541 752 0,625 331 316 — 0,322 087 610 
0,13 — 1.588 899 30 — 0,611 386530 | 0.79 | — 0,316 277 004 
0,14 — 1,524 145 722 597877429 | 0,80 | — 0,310 596 579 
0,15 — 1,464 461 671 | — 0,305 042 539 
016] = — 0,299 611 

0,17 — | — 0,294 299 155 
0,18 — 1,309 796 135 — 0,289 102 918 
0,19 | — 1,264 858 424 | — 0,281 019 269 
0,20 — 1,222650544 |0,53| — 0524951510 | 0,86 | — 0,279 045 070 
0,21 — 1,182 901 986 | 0,54 | — 0,514003€86 | 0,37 | — 0,274 177 301 
0,22 1,145 350 055 0,503 364 051 — 0,269 413 046 
0,23 1,109 583 139 0,493 019 959 — 0,264 749 496 
0,24 — 1076235415 | 0.57 | — 0482960034 |0,90| — 0,260 183 939 
0,25 — 1,044 282634 | 0,58 | — 0,473 173433 | 0,91 — 0,255 713 758 
0.26 — 1,013 888737 | 0,59 | — 0463619819 | 0,92 | — 0,251 336 425 
0,27 — 0,984 933 101 | 0,60 | — 0451379503 | 0,98 | — 0,247 049 501 
0,28 — 0,957 308 300 | 0,61 — 0,44 8112 | 0,94 | — 0,242 850 627 
0,29 — 0,930 918 246 | 0,62 | — 0,436561854 | 0,95 | — 0,238 737 524 
0,50 — 0,905 676 652 | 0,65 | — 0,427 997338 | 0,96 | — 0,234 707 988 
0,31 | — 0881505746 | 0,64 | — 0419651581 | 0,97 | — 0,230 759 890 
0,32 — 0858385189 | 0,65 | — 0,411 516976 ,98 | — 0,226 891 167 
0,33 | — 0836101161 066 — 0403586275 | 0,99 | — 0,223 099 826 
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IV. 


Tafel der Function Eich 


— 
"e 
Ei (2) = — du. 
u 
E 


203 


0.02 
0,03 


0,04. | 
0.05 | 


0,06 
0,07 
0,08 
0,09 
0,10 
0,11 
0,12 
0.13 
0,14 
0,15 
0,16 
07 
0,18 
0,19 
0,20 
021 
0,22 


0,28 
0,24 | 


0,25 
0,26 
0,27 
0,28 
0,29 
0,30 
031 
0,32 
0,33 


E i (z) 


4.017 929 465 | 0,34 | 

— 3,314 706 894 | 0.35 
— 2899115724 | 0.36 

| — 2,601 256576 | 0,37 
- 2,367 884599 | 0,38 

| — 2175282916 | 0,39 
— 2,010 800 064 | 0,40 
— 1.866 884 103 | 0.41 
— 1,738 663 750 | 0,42 
— 1622812814 | 0,43 

| — 1516958751 | 0,44 


1,243 840 654 
1,164 086 417 
1,088 731 938 
1,017 234 290 
0,949 147 505 
0,884 095 487 
0,821 760 588 
0,761 871 624 
0,704 195 225 
0,648 529 103 
0,594 696 75 

0,542 543 265 
0,491 931 883 
0,442 741 312 
0,394 863 445 
— 0,348 201 510 
— 0,202 668 539 
— 0,958 186 076 
— 0,214 683 096 
— 0,172 095 092 


238 


Ei (x) 
0.130 363 294 
0,089 434 002 
0,049 258 018 
0,009 790 149 
0,029 011 221 
0,067 184 501 
0.104 765 219 
0.141 786 307 
0,178 278 353 
0,214 269 821 
0,249 787 245 
0,284 855 405 
0,319 497 483 
0,353 735 196 
0,387 588 924 
0,421 077 819 
0,454 219 905 
0,487 032 167 
0,519 530 632 
0,551 730 445 
0,583 645 931 
0,615 290 657 
0.646 677 490 
0.677 818 642 
0,708 725 720 
0,739 409 764 
0,769 881 290 
0,800 150 320 
0,830 226 417 
0,860 118 716 
0,889 835 948 
0,919 386 468 


0,67 
0,68 
0,69 
0,70 


0,73 
0,74 
0,75 
0,76 


0,77 


0,71 | 
0,72 | 


0,978 019 042 
1,007 116 121 
1,036 076 576 
1,064 907 195 
1.093 614 501 
1,122 204 777 
1,150 684 069 
1,179 058 208 
1,207 332816 
1,235 513 319 
1,263 604 960 
1.291 612 805 
1,319 541 753 
1,347 396 548 
1,375 181 783 
1,402 901 910 
1,430 561 245 
1,458 163 978 
1,485 714 176 
1,513 215 791 
1,540 672 664 
1,568 088 534 
5 467 € 
1,622 811 714 
1,650 126 019 
1,677 413 317 
1,704 676 891 
1,731 919 946 
1,759 145 612 
1,786 356 947 


294 Tafeln. 
V. 
Tafel der Function Cź(a). 
z 
c i (z) RS f cos u d u. 
“ 
0,01 | — 4,027 979521 — 0,530 355 152 0,066 591 359 
0,02 | — 8,934907 339 0,503 075 569 0,078 157 666 
0,03 | — 2,929 567 224 0,476 661 126 0,089 463 320 
0,04 | — 2,642 060 133 0,451 066 976 0,100 514 707 
005 | — 2,419 141544 0,426 251 855 0,111 317 953 
0,06 | — 2,237 094917 0,402 177 704 0,121 878 932 
0,07 | — 2,083969 122 0,378 809 346 0,132 203 288 
0,08 | — 1,950112553 0,356 114 201 0,142 296 440 
0,09 | — 1,832 754.260 0,334 062 035 0,152 163 601 
0,10 | — 1,727 868 387 0,312 624 740 0,161 809 783 
0,11 | — 1,633082 724 | — 0291776 136 0,171 239 811 
0,12 | 1,546 645712 | 0,45 | — 0,271 491 800 0,180 458 334 
0,13 | — 1467227190 | 0,46 | — 0,251 748 910 0,189 469 829 
0,14 | — 1893793192 | 0,47 0,232 526 107 0,198 278 616 
0,15 | — 1,825 524049 | 0.48 0,213 808 373 0,206 888 861 
0,16 | — 1261758976 | 0,49 0,195 561 917 0,215 304 586 
0,17 | — 1201957483 |0,50| — 0,177 784079 0,993 529 675 
018| — 1145671836 |0,51 | — 0,160453 239 0,231 567 882 
0,19 | — 1,092526978 | 0,52 | — 0,143 553 726 0,239 422 837 
0,20 | — 1042205596 | 0,58 | — 0427070794 0.247 098 049 
0,21 | — 0994436845 | 0,54 | — 0,110 990 457 0,254 596 915 
0,22 | — 0948987692 | 0,55 | — 0.095 299527 0,261 922 726 
023 | — 0305656189 |056 | — 0079985513 [0.89 | 0,269 078 669 
0,24 | — 0864266175 | 0,57 | — 0065036574 |0,90| 0,276067 830 
0,26 | — 0824663063 |0,58| — 0,050411481 |0,91 | 0,282 893 207 
0,26 | — 0786710453 |0,59| — 0036189571 |0,92| 0,289557 702 
0,27 | — 0,750287 386 |0,60| — 0,022270707 |0,93| 0,296 064 136 
0,28 | — 0,715286096 |0,61 | — 0008675249 | 0,94 | 0.302 415 246 
0,29 | — 0681610154 |0,62 | + 0004605985 |0,95| 0,908613 691 
0,30 | — 0,649172933 | 0,63 | -+ 0017581742 |0,96 | 0,314 662.055 
0,31 | — 0617896392 | 0,64 0,030 260369 | 0,97 | 0,320562 849 
0,32 | — 0,587 709 640. | 0,65 0,042 649829 | 0,98 | 0326318518 
0,33 | — 0,558548725 | 0,66 0,054757 734 |0,99 | 0,331 091499 
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Tafeln. 295 
VL Tafel der Function Si(«). 


z 
Si(x)- d NE dw. 
u 
0 
0,01 0,009 999 944 0,337 824 002 0,67 | 0,653 514 256 
0,02 | 0,019 999 556 0,347 626 791 0,68 0,662 771 982 
0,03 0,029 998 500 0,357 418,056 0,69 0,672 008 072 
0,04 0,039 996 445 0,367 197 475 0,70 | 0,681 222 239 
0,05 | 0,049 993 056 0,376 964 729 0,71 0.690 414 196 
0,06 | 0.050 988 001 0,386 719 499 0.72 0,699 583 659 
0,07 | 0,069 980 947 0,396 461 465 0,73 0,708 730 343 
0.08 | 0,079 971 561 | 0,406 190 310 0,74 0,717 853 966 
0,09 0,089 959 510 | 0,415 € 17 0,75 0,726 954 247 
0,10 | — 0,099944 461 0,425 607 369 0,76 0,736 030 907 
0,11 | 0,109 926 082 0,435 294 951 0,77 0,745 083 666 
0.12 | 0.119904 041 AT 0,444 968 149 | 0,754 112249 
0.13 0,129 878 006 0,454 626 648 0,763 116 580 
0.14 0,139 847 645 0,464 270 136 0,772 095 785 
0,15 0,149 812 627 0,473 898 301 0,781 050 192 
0,16 0,159 772 619 0,483 510 832 0,789 979 329 L 
0,17 | 0,169 729 292 0,493 107 418 0,798 882 928 E 
0,18 0,179 676 315 0,502 637 751 0,807 760 719 y 
0,9 | 0189619357 0,512 251 521 0,816 612 457 1 
0,20 0,199 556 089 | 0221798423 0,825 437 8171 
0,21 0,209 486 180 0,531 328 150 E 0,834 236 595 L 
0,22 0,219 409 303 0,540 840 395 0,843 008 510 
0.23 b £ 056| — 0,550 334 856 0,89 0,851 753 302 [ 
0,24 | 0,239 233 326 0,57 | 6,559 811 230 0,90 | — 0,860470 711 
0,25 0,249 133 570 0,58 0,569 269 214 0,91 0,869 160 481 
0,26 0,259 025 534 0,59 | 0.578 708 507 0,92 0,877 822 356 
0,27 0,268 908 889 0,60 0,588 128 810 0,93 0,886 456 084 
0,28 | 0278783309 |0,61| 0,597 529 823 0,94 | — 0,895061 411 
0.29. 0,288 648 469 0,62 0,606 911 250 0,95 0,903 638 088 
030| 029855001044 l nana: 0616272704  |o96| 09121858905 
0,31 0,508349 708 Inn 0625614160 |0,97| 0,920 704 497 
0,32 | 0318185133 |065| 0,634935054 |0,98| 0,929 193737 
0,33. 0.323 010 010 0,66 0,644 235 183 0,99 0,937 653 342 


